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Bu ilk boliimde, lisans derslerinde verilen bil-
gilerin bazilarim hizlica gozden gecirdigimiz,
temel kavram ve sonugclarin tartigilacagi bir cer-
ceve sunacagiz. Genel olarak teorem kanitlari
ve Orneklerin kisith tutulacagi bu boliimde, son-
raki boliimler icin gerekli olan bazi kavram ve

sonuclart hatirlatmakla yetinecegiz.
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1 Vektor Uzaylan

Vektor kavrami ve vektor uzaylari, dogrusal cebirin temel yapi taglaridir. Vektorler, 6zellikle Fizik
alani ile iligkili konularda (6rn. mekanik, dinamik vb.) bir yon ve biiyiikliik tasiyan temsiller olarak
diisiiniilse de dogrusal cebir baglaminda soyut bir kavram olarak ele alinir. Bu sayede vektorler,
hemen hemen biitiin bilim alanlarinda, geometrik olarak temsil edilmesi gerekmeden de kullanigh
aracglar olarak is gortirler.

Vektor uzaylar ise, vektorlerin bazi temel 6zellikleri saglayan toplulugudur. Bu temel 6zellik-
lerden biri de bir skalerle carpma isleminin tanimli olmasidir. Yani bir vektor ile skaler adi verilen
bir biiyiikliigiin isleme girmesi sonucunda yine bir vektor elde edilebilmelidir. Skaler biiyiikliikler
uygulamada genellikle reel sayilar veya karmagik sayilar olarak diisiiniilse de ¢cok daha genel bir
cercevede tanimlanabilirler. Ornegin, bir vektor uzayimi tanimlamak icin skalerleri herhangi bir ci-
simden segebiliriz. Bir cisim, iizerinde iki islemin tanimli oldugu ve bu islemlerin belirli 6zellikleri

sagladig1 bir kiimedir.

Tamm 1.1: Cisim Kavram
FF, bos olmayan bir kiime ve F iizerinde + (toplama) ve - (carpma) seklinde iki islem tanimh
olsun. Asagidaki ozellikler saglaniyorsa (IF, +, -) sistemine bir cisim denir:

1. (F, +) —birim elemanin 0 ile gosterecegimiz— bir degismeli gruptur.

2. (F\ {0}, ) —birim elemanin1 1 ile gosterecegimiz— bir degismeli gruptur.

3. Carpma isleminin toplama islemi ilizerine dagilma o6zelligi vardir:

a-(b+c)=a-b+a-c

Yukaridaki tanimda, kullanilan grup kavramu, tizerinde bir islemin tanimli oldugu bir kiimenin
belirli 6zellikleri sagladig1 bir yapiy: tarif eder. Buna gore bir grup, iizerindeki islemin birlesmeli
oldugu, birim elemaninin bulundugu ve her elemaninin tersinin oldugu bir kiimedir. Degismeli grup
ise, islemin degismeli oldugu bir grup olarak tanimlanir. Dolayisiyla F bir cisim ise, F iizerinde
taniml1 + islemi birlesmeli, birim eleman1 0 olan ve her elemanin toplamsal tersinin bulundugu
bir kiimedir ve toplama islemi degismelidir. Ek olarak eger x € F ise x’in toplamsal tersi —x ile

gosterilir. Buna gore her x € Ficin

x+0=ux,
x+ (—x) =0,

xX+y=0 = y=—xvex=-y

olur. Ayrica F iizerinde tanimli - islemi de degismeli, birlesmeli, birim elemani 1 olan ve sifirdan
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farkli her elemanin ¢arpimsal tersinin bulundugu bir kiimedir. Yani F cismi i¢in x € F ve x # 0 ise

x~! ile gosterilen x’in carpimsal tersi vardir ve bu ters eleman tek tiirlii belirlidir. Buna gore her

x € Figin
x-1=ux,
x-x_lzl,
x-y=1 = y=xvex=y’!
olur.

Bir FF cismi iizerinde ¢ikarma iglemi olarak bilinen ve — ile gosterilen iglem ise her a, b € F icin
a—-b=a+ (-b)

seklinde tanimlanir. Buna gore ¢ikarma islemi, toplama igleminin 6zel bir durumu olarak diisiinii-
lebilir. Toplama isleminin aksine ¢ikarma islemi, genellikle degismeli ve birlesmeli degildir.

Bir F cisminde elemanlarin carpimi, genellikle, elemanlarin yan yana yazilmasi ile ifade edilir;
yani x - y yerine xy yazilir. Biz her iki yazimi da serbest¢e kullanacagiz. Ayrica F cismi icin x € F
ve x # 0ise x~! ile gosterilen x’in carpimsal tersi 1/x ile de gosterilebilir.

Cisimler pek ¢ok farkli baglamda karsimiza ¢ikabilirler. Ornegin rasyonel sayilar Q, reel sayilar
R, karmagik sayilar C, sonlu cisimler F, ve rasyonel fonksiyonlar cismi gibi cisimlerin kendine
has uygulama sahalar1 mevcuttur. Dogrusal cebir, bu uygulama sahalarinin ¢ogunda cisimlerin
ozelliklerini kullanarak soyut bir ¢erceve sunar. Simdi bir vektor uzayinin nasil tanimlandigin

gorelim:

Tamm 1.2: Vektor Uzayi

F bir cisim ve V bos olmayan bir kiime olsun. Sirastyla toplama ve skalerle carpma denilen

asagidaki gibi iglemler tanimli olsun.

VXV —>YV ve FxV —>Y

(x,y) P x+y (a,x) > a-x

Bu islemler asagidaki 6zellikleri sagliyorsa (V, +, -) sistemine F iizerinde bir vektor uzay:

veya kisaca bir F-uzay: denir:

1. (V,+) —birim elemanin 0 ile gosterecegimiz— bir degismeli gruptur.
2. Vx,ye V,Va,beF,a-(x+y)=a-x+a-y.
3.V xe V,Va,beF,(a+b)-Xx=a-x+b-x.

4. Vx € V,Va,b € F,(ab) -x=a- (b -Xx).
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5.VxeV,1-x=x.

Yukaridaki tanimdan da goriildiigii gibi bir vektor uzayi, skalerlerin etki ettigi bir toplamsal
degismeli gruptur. Bir vektor uzayinin elemanlarina genel olarak vektor denir. Vektor uzaylari soz
konusu oldugunda, iki tiirlii biiyiikliik s6z konusudur: skaler biiyiikliik ve vektorel biiyiikliik. Bir
vektorii temsil ederken skalerlerden ayirmak icin genellikle vektorleri kalin harflerle gosterecegiz.
V bir vektor uzay1 ve x € V ise x’in toplamsal tersi —x ile gosterilir. Tanim geregi elde edilen

ozellikleri asagidaki gibi siralayabiliriz:

* Herxe Vicin0-x=0.

* Her a skaleriicina - 0 = 0.

* Heraskalerivex € Vigina - (—x) = (—a) -x = —(a - X).

» Her n tamsayist, a skalerivex € Vigin (n-a) -x=a-(n-x) =n- (a-Xx).

Bir F cismi i¢in
F" = {(x1,...,x,) | her 1 <i < niginx; € F}

kartezyen ¢arpim kiimesi iizerinde toplama ve skalerle carpma iglemlerini her x = (xq,...,x,),y =

(¥15---,yn) € F" ve her a € Figin

X+yY=X1+Y1,eesXn+ V0),

a-x=(axy,...,axy,)

seklinde tanimlarsak, F"* bir F-uzay1 olur. F” uzayi, sonlu boyutlu F-uzaylarinin tipik bir 6rnegidir
ve pek ¢ok uygulama icin kullanishi bir catr yap: sunar. Ornegin F = R icin, F?, 2-boyutlu Oklid
uzayidir ve 6nemli geometrik yapilari i¢inde barindirir. Bunlardan biri orijiden gecen dogrular
olarak verilebilir. Mesela, D = {(x,x) | x € R} kiimesi, y = x esitligi ile temsil edilen birici
actortay dogrusu olarak bilinen dogrudur. Dikkat edilirse 9, R? uzaymin bir alt kiimesidir ve R?
tizerinde tantmli toplama ve skalerle carpma islemleri ile 9 de bir R-uzay1 olur. Bu tiir alt kiimelere

alt uzay denir.

Tamm 1.3: Alt Uzay

V bir F-uzay1 ve ) # W C V olsun. Eger ‘W, V’nin islemlerine gore bir F-uzay1 oluyorsa

W kiimesine V’nin bir alt uzay: denir.

Her vektor uzayi kendisinin bir alt uzayidir. Bir vektor uzayinin kendisinden bagka bir alt uzayina

0z alt uzay denir. Ayrica {0} kiimesi her vektor uzay1 igin bir alt uzaydir. Bu alt uzaya sifir (alt)
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uzayt denir ve ¢ogu zaman kisaca 0 ile gosterilir. Asagidaki sonug¢ alt uzaylar1 belirlemek icin

kullanighdir:

Teorem 1.4: Alt uzay kriteri

V bir F-uzay1 ve ‘W C V olsun. Eger
i W=+0,
(i) Vx,ye W.,x+y e W, ve
(iii) Va e F,xe W,a-xe W

ise ‘W, V’nin bir alt uzayidir

Yukaridaki kriteri kullanarak, alt uzaylarin keyfi kesisimlerinin de bir alt uzay oldugunu kolayca
gosterebiliriz. Buna gore belirli elemanlari iceren minimal bir alt uzay bulmak i¢in bu elemanlar
iceren alt uzaylarin kesisimini alabiliriz. Ornegin, V uzaymn X = {xi, ..., x,} alt kiimesini iceren
tiim alt uzaylarinin kesisimi, X kiimesini iceren en kiigiik alt uzay1 verir. Bu alt uzaya V’nin X ile

gerilen (veya iiretilen) alt uzayi denir ve genellikle spanX veya (X) ile gosterilir.

Onerme 1.5
V bir F-uzay1 ve X € V olsun. O zaman

n

spanX = {Z a;x;

neN,a; €FXx; EX}
i=1

olur.
V bir vektor uzayr ve W ile ‘W’, V’nin iki alt uzay1 olsun. Bu durumda
W+ W ={x+y|xeW,ye W}

kiimesi “V’nin bir alt uzayidir. Bu alt uzaya W ile ‘W’ uzaylarinin toplami denir. Timevarim ile

iki alt uzayin toplamini, sonlu tane alt uzayin toplamina genisletebiliriz: Ornegin ‘W1, . .., W; alt
uzaylari i¢in
k
D Wi={xi 4+ x| x € Wiigin 1 <i < k) (1.1)
i=1

toplamini tanimlayabiliriz. Daha da genel olarak, bir I indeks kiimesi ve {W;};c; alt uzaylar ailesi

S {

iel jel

icin

J C Isonluveher j € Jicinx; € ‘W]} (1.2)
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toplamini tanimlayabiliriz. Dikkat edilirse, bu tanim, sonlu sayida alt uzayin toplami i¢in verdigimiz
tanimin bir genellestirmesidir. Daha acik ifade etmek gerekirse, eger I = {1,..., k} ise, o zaman
(1.1) ile (1.2) ayn1 anlama gelir.

2 Taban ve Boyut

V bir vektor uzayr1 ve X € V olsun. Eger V = spanX ise, yani X kiimesi V uzayini gererse,
X kiimesine V’nin bir iirete¢ kiimesi denir. Bu durumda, V’nin her x elemani i¢in x = 3" | a;X;

olacak sekilde a; € Fve x; € X (1 <1 < n) elemanlar1 bulunabilir.

Tanim 2.1: Taban

V bir F-uzay1 ve X C V olsun. Eger X kiimesi V’nin bir iirete¢ kiimesi oldugu halde X’in

hicbir 6z alt kiimesi V’y1 geremiyorsa, X kiimesine V’nin bir tabani denir.

Yukaridaki tamim geregi, bir taban, vektdr uzayim geren minimal bir iirete¢ kiimesidir. X, V
uzayinin bir tabani oldugunda X kiimesinin elemanlar1 V uzayinin lineer bagimsiz elemanlari olur.

Yani X kiimesinin her {xi, ..., X,} sonlu alt kiimesi i¢in
a1X)+...+aX, =0

esitliginin saglanmasi i¢in ay, . . . , a, € F katsayilarinin hepsinin sifir olmasi gerekir. Aksi halde en

az bir a; katsayisi sifirdan fakli ise —6rnegin a; # 0 ise—

1
X = — (—axXo — ... — a,X,)
ai
olacagindan x; € span{xy,...,X,} ve bdylece X \ {x;} kiimesi V' uzayinin bir iirete¢ kiimesi olur.

Bu ise X kiimesinin minimal olma 6zelligi ile gelisir.
Bir vektor uzayimin lineer bagimsiz elemanlarindan olusan bir alt kiimesine o vektor uzayinin
bir lineer bagimsiz alt kiimesi denir. Asagidakiler bir X = {xy, ..., X, } kiimesinin lineer bagimsiz

olmasi ile esdegerdir:
1) aix1+...+ayX, =b1x;+...+byx, iseher 1 <i < nicin q; = b; dir.
(i) a1x;+...+aux, =0iseher 1 <i <nigina; =0 dir.
(i) x; # 0, xp ¢ span{x;}, x3 ¢ span{x;, X2}, ..., X, € span{Xy,...,X,_1}.
V bir vektor uzayi ve Y C V olsun. Eger

(1) Y kiimesi “V’nin lineer bagimsiz bir alt kiimesi,



Temeller

(2) V’nin Y kiimesini iceren Y den farkl her alt kiimesi lineer bagimli ise,

Y kiimesine V’nin bir maksimal lineer bagimsiz alt kiimesi denir. Asagidaki teorem bir vektor

uzayinin maksimal lineer bagimsiz alt kiimelerinin taban oldugunu gostermektedir:

Teorem 2.2
V bir vektor uzay1 ve X € V olsun. Asagidakiler denktir:

(1) X kiimesi V’nin bir maximal lineer bagimsiz alt kiimesidir.

(i) X kiimesi V’nin bir minimal iirete¢ kiimesidir.

Lineer bagimsiz alt kiimelerin bir artan zincirinin birlesimi de yine lineer bagimsiz bir alt kiime

verir. Bu nedenle, Zorn Lemmasi ile, her vektor uzayinin bir tabana sahip olacagi goriilebilir.

Teorem 2.3
V bir vektor uzay1 olsun. O zaman V’nin en az bir taban1 vardir. Ayrica V’nin her tabaninin
kardinalitesi aynidir. Yani V’nin herhangi iki tabani arasinda bir birebir esleme vardir.

Vektor uzay1 tabanlarinin yukaridaki teorem ile verilen degismezlik 6zelligi boyut kavramim

dogurur.

Tamm 2.4: Boyut
V bir F-uzay1 ve X C V olsun. Eger X kiimesi V’nin bir tabani ise, X kiimesinin eleman

sayisina V’nin boyutu denir ve dimg V ile gosterilir.
Eger | X |= n < oo ise, V’ye bir n-boyutlu vektor uzayi denir. Eger | X |= oo ise, V’ye

sonsuz boyutlu vektor uzayi denir.

FF bir cisim ve n > 1 bir tamsay1 olsun. O zaman F" uzayinin boyutu »’dir. e;, i-yinci konumunda
1, diger konumlarinda O olan vektorii temsil etsin. Buna gore {ey, ..., e,} kiimesi F" uzaymin bir
tabanidir. Bu tabana F" uzayinin standart taban: denir.

Asagidaki kullaniglt teorem, Teorem 2.2’nin dogal bir sonucudur:

Teorem 2.5
“V bir vektor uzayi olsun.

(1) V’nin her lineer bagimsiz alt kiimesi bir tabana genigletilebilir: X C V lineer bagimsiz

bir alt kiimesi ise, V'’ nin X kiimesini iceren bir tabani vardir.
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(2) V’nin her iirete¢ kiimesi bir tabana daraltilabilir: Y C V bir lirete¢ kiimesi ise, V'’ nin

Y kiimesi i¢inde kalan bir tabani vardir.

V, n-boyutlu bir F-uzay1 ve 8 = {by,...,b,}, V’nin bir tabani olsun. x € V ise
X =x1b; +...+x,b, (1.3)

olacak sekilde x1, ..., x, € F skalerleri bulunabilir. {by,...,b,} kiimesi lineer bagimsiz oldugun-
dan (1.3) esitligindeki xy, . . ., x,, skalerleri tek tiirlii belirlidir.Bu tek tiirlii belirli x1, . . ., x,, skalerleri,

x’in B tabanina gore koordinatlar: olarak adlandirilir ve

X
[x]g =

Xn

seklinde bir koordinat matrisi ile gosterilir.

V’nin bagka bir taban1 C = {cy, ..., ¢, } olsun. O zaman x’in C tabanina gore koordinatlari

1
[x]c =] :

Yn

bi¢iminde bir siitun matrisidir. Burada akla gelebilecek bir soru [x]g ve [x]¢ koordinat matrisleri

arasinda nasil bir iligski oldugudur. Bu iligkiyi bulmak i¢in ¢;’lerin 8 tabanina gore koordinatlarini

bulabiliriz:
C; = Clibl + ...+ Cm'bn,
yani
Cli
[cilg =] :
Chi

olsun. Buna gore

n n n n n

X = Z)’ici = ZZCjiyl'bj = Z (Z Cjiyi) b,

i=1 i=1 j=1 j=1 \i=1
esitlikleri yazilabilir. X’in 8 tabanina gore koordinatlarinin tek tiirlii olusu sayesinde her 1 < j <n
icin
n Y1
xj = chiyi = (¢cj1---Cjn)

=l Vi
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olur. Dolayisiyla P = [¢;;] denirse

[x]s = P[x]c
esitligi elde edilir. Bu esitlik sayesinde 8 ve C tabanlarina gore olan koordinatlar arasinda gecis
yapabiliriz. Bu nedenle, yukaridaki gibi elde edilen P matrisine, C tabanindan B tabanina gecis
matrisi denir. P gecis matrisi tersinirdir —yani P - P~! = P~! . P = I, olacak sekilde bir (ve yalniz
bir tek) P~! kare matrisi vardir- ve P~' matrisi de bir gecis matrisidir: B tabanmna gore olan

koordinatlar1 C tabanina gore olan koordinatlara dontistiiriir. Bagka bir deyisle,

[xlc = P '[x]g

esitligi saglanir.

3 Lineer Doniisiimler

V, n-boyutlu bir F-uzay1 ve 8 = {by,...,b,}, V’nin bir tabani olsun.
o:V — F
x - [x]g (1.4)

seklinde tanimlanan ¢ fonksiyonunu ele alalim. (Burada 7 ile transpoz alma islemi belirtilmistir.)
Dikkat edilirse, her x,y € V i¢in

P(x+y) = [x+ylg = [x]g + [yl = 6(x) + 6(y),
¢la-x)=[a X]g=a-[x]g=a-¢(x)

olur. Buna gore ¢, V uzayindaki vektorleri, cebirsel yapiyr koruyarak, F” uzayina tasiyan bir

doniistimdiir. Boyle doniisiimlere lineer doniisiimler denir.

Tamim 3.1: Lineer Doniisiim

V ve ‘W iki F-uzayi olsun. Eger bir ¢ : V — W fonksiyonu asagidaki 6zellikleri sagliyorsa,

¢’ye bir lineer doniisgiim denir:
LVX,y eV, ¢(x+y) = ¢(x) + 6(y),
2. VaeE,xeV, ¢(a-xX) =a-d(x)

Eger bir ¢ : V — W lineer doniislimii birebir ise ¢’ye gomme doniisiimii denir. Eger ¢ hem

birebir hem de orten ise ¢’ye bir izomorfizma denir.

Dikkat edilirse, (1.4)’deki ¢ fonksiyonu, bir izomorfizmadir. Buna gore her n-boyutlu F-uzayi,

F"* uzayina izomorftur.
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V ve W gibi iki F-uzay1 icin V uzayindan ‘W uzayina tanimli tiim lineer doniigiimlerin kiimesini
Ze(V, W) —veya F cismi ile ilgili bir karmasa bulunmuyorsa Z(V, W)- ile gosterecegiz. Ozel
olarak, V = W oldugunda, & (V, V) yerine £ (V) gosterimini kullanacagiz.

Hera € Fve ¢,y € Z(V,W) icin

o+ V->W

ve a-¢:V->Ww
X - ¢(x) + ¥ (x)

X a - ¢(x)
seklinde tanimlanan iglemler ile & (V, W), bir F-uzay1 olur. Bu uzaya lineer doniigiimler uzay:
denir. Z(V, W) lineer doniisiimler uzayinin sifir elemant,

Or vy : VoW, x> Oy

seklinde tanimlanan doniistimdiir.
V ve W, sirastyla n ve m boyutlu F-uzaylar olsun. V uzayinin bir taban1 8 = {by,...,b,}, W

uzayinin bir tabani da C = {cy, ..., ¢y} olsun. O zaman ¢ : V — W lineer doniisiimii i¢in

[¢(X)]c =A-[x]s

seklinde bir A matrisi vardir. Burada A, siitunlar1 ¢(b;), ..., ¢(b,)’in C tabanina gore koordinat
matrisleridir. Yani

A=(lobole ... [oMblc)

seklinde bir m X n matrisidir. Bu A matrisi ¢’nin (8, C) taban ciftine gore matris temsili olarak
adlandirilir ve Mf’c ile gosterilir.

© ¢ : V — W lineer doniisiimii, ayn1 zamanda, her x € V icin [¢(x)]c = Mf’c - [x]s

esitligini saglar.

@ Eger A e F"™" ise herx € V icin [¢(x)]¢ = A - [x] g olacak sekilde taniml1 bir ¢ : V — W

lineer doniisiimii vardir ve bu ¢ doniisiimiiniin matris temsili Mf’c = A olur.

@ Ozel olarak her ¢ : F* — F™ lineer doniisiimii, bir m x n matrisi ile temsil edilebilir. Eger her
iki vektor uzayinin da standart tabanlar1 kullanilirsa, ¢ doniisiimiiniin matris temsili, F*’nin

i-inci standart taban vektorii e; icin ¢(e;) nin i-yinci siituna yerlestirildigi m X n matristir.
@ Tersine, her A € F™*" matrisine karsilik gelen bir ¢ : F* — F™ lineer doniisiimii vardir.
® Kolayca goriilebilir ki her a € F ve ¢,y € Z(V, W) igin

B.C _ r4BC B.C B.C _ . aAqBC
My =M™+ M MU =a- M
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esitlikleri saglanir. Dolayistyla

doniisiimii bir lineer doniisiimdiir. Ote yandan @ doniisiimiiniin birebir ve 6rten oldugu kolayca
goriilebilir. Dolayisiyla @ bir izomorfizmadir. Bu nedenle & (V, ‘W) uzayi, F"*" matrisler

uzayina izomorftur. Ozel olarak dimg(Z (V, W)) = n - m olur.

@O Eger ¢ : 'V — ‘W lineer doniisiimii birebir ise, Mf ‘C matrisinin siitunlari lineer bagimsizdir.

Buna gore Mf ‘¢ matrisinin rank1 n olur.

@ Eser ¢ birizomorfizmaisen = m = rank(Mf’c) ve boylece Mf’c matrisi tersinirdir. Ayrica,
bu durumda,

-1
B.C _ C.B
(M ¢ ) —M¢_1
olur.

@ Esger ¢ : V — W lineer doniisiimii (8, C) taban ciftine gore Mf ‘C matrisine sahipse, ¢’nin
(B’,C’) taban ¢iftine gore matris temsili

Mf’,C’ =P. Mf,c . Q

esitligini saglar. Burada P ve Q matrisleri, sirasiyla, C tabanindan C’ tabanina ve 8’ tabanin-

dan B tabanina gecis matrisleridir.

Tamim 3.2: Cekirdek ve Goriintii

¢ : V — W bir lineer doniisiim olsun. V’nin

ker(¢) :={x € V| ¢(x) = 01y}

alt kiimesine ¢’nin ¢ekirdegi denir.

¢’nin gortintiisii ise ‘W uzayinin

Im(¢) = {¢(x) [x € V}

alt kiimesidir.

Kolayca goriilebilir ki ker(¢), V uzayinin, Im(¢) ise ‘W uzayinin bir alt uzayidir.
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Teorem 3.3: Cekirdek ve Goriintii Boyutlar1 Arasindaki Iliski

¢ : V — W bir lineer doniisiim ve dimg V = n olsun. O zaman
dimg ker(¢) + dimg Im(¢) = n

esitligi saglanir.

Onerme 3.4

Bir ¢ : V — W lineer doniisiimii birebirdir ancak ve ancak ker(¢) = {0} dir.

Bir matris ile lineer doniisiim, bir lineer doniisiim ile de bir matris tanimlanabileceginden
bahsetmistik. Bu nedenle lineer dontisiimler ile matrislerin teorisi birbirine paralel bir yapida-
dir. Bunu ilk olarak lineer doniisiimler i¢cin tanimladigimiz ¢ekirdek ve goriintii kavramlarinin
matrisler iizerine nasil aktarildigini gostererek inceleyelim.

A € F"™ olsun. O zaman A matrisi ile taniml bir lineer dontigiim

¢:F'—>F"

X — AX
seklinde elde edilir. A matrisinin ¢ekirdegi, bu ¢ doniisiimiiniin ¢ekirdegi olarak tanimlanir:
ker(A) :=ker(¢) = {x € F" | Ax = 0}

Dolayisiyla ker(A), F"’nin bir alt uzayidir. Bu alt uzaya bazi kaynaklarda A matrisinin sifir
uzayt (null space) denir. dimg(ker(A)) ise A matrisinin sifirhigi (nullity) olarak adlandirilir
ve Null(A) ile gosterilir.

Benzer sekilde, A matrisinin goriintiisii, bu ¢ doniisiimiiniin goriintiisii olarak tanimlanir:

Im(A) := Im(¢) = {Ax | x € F"}

Dolayisiyla Im(A), F™’nin bir alt uzayidir. Dikkat edilirse bu alt uzay A matrisinin siitun-
larinin F” i¢inde gerdigi alt uzaydir. O nedenle Im(A) uzayina ayn1 zamanda A’nin siitun
uzayr da denmektedir. dimg(Im(A)) boyutuna A matrisinin rank: denir. Buna gore Teorem

3.3 geregince rank(A) + Null(A) = n esitligi saglanir.

Diger taraftan, ¢ : V — W bir lineer doniisiim ve dimgV = n ise o zaman V ve W
uzaylarinin, sirasiyla, 8 ve C gibi herhangi iki tabani icin ker(¢) ve Im(¢) alt uzaylarinin
boyutlari, dimgker(¢) = n — rank(Mf €) ve dimg Im(¢) = rank(Mf ) esitlikleri ile
hesaplanabilir. Ozel olarak, Null(Mf’c) + rank(Mf’C) = n esitligi saglanir.
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4 Boliim Uzaylan ve Izomorfizma Teoremleri

V bir vektor uzayr ve ‘W C V bir alt uzay olsun. ‘W, (V, +) toplamsal degismeli grubunun
bir alt grubu oldugundan V' /W boliim grubu tanimlidir. Buna goére V /W, ‘W’nun V i¢indeki
kosetlerinin kiimesidir:

VI/W={x+W|xeV}
Ayricaherx + W,y + W € V/W i¢in
X+W=y+W & x-yeW

Ve

X+W)+(y+W)=x+y)+W

olur.
V /W kiimesi iizerinde

FEXV/W—> V/W
(c,x+W)— c-x+W

seklinde bir skalerle ¢carpma islemi tanimlanirsa, V' /W bir F-uzay1 olur.

~ )

Eger V bir sonlu boyutlu vektor uzay: ise, V /W bolim uzayr da sonlu boyutludur ve
dimg V/W < dimgV esitsizligi saglanir. Aslinda Bqy = {wy,...,w;} kiimesi W alt
uzayinin bir tabani ise Teorem 2.5 geregince V uzayinin bir By = {Wy, ..., Wi, Vi,...,Vp}
tabanina genisletilebilir. Buna gore {v; + W, ..., v,, + W} kiimesi V /W boliim uzayinin
bir tabanidir. Ozel olarak,

dimgp(V) = k + m = dimp(W) + dimg(V /W)

oldugu goriiliir.

V bir vektor uzay1 ve ‘W, V’nin bir alt uzay1 olsun. O zaman
oV ->YV/W,

her x € V igin ¢(x) = x + W seklinde tanimli orten bir lineer doniisiim vardir. Bu doniisiimiin

cekirdegi W alt uzayidir. Ozel olarak bu doniisiime bir dogal izdiigiim denir.
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Teorem 4.1: Izomorfizma Teoremleri

1. ¢ : V — W bir lineer doniisiim olsun. O zaman

Im(¢) =V /ker(¢)
dir.
2. V bir vektor uzayi ve W, U, V’nin alt uzaylari olsun. Eger W C U ise,
(VIW)[(U]W) =VIU

olur.

5 Dik Carpim ve Dik Toplamlar

F bir cisim ve V1, ..., Vi, birer F-uzay1 olsun. V; X ... X V; kiimesi iizerinde toplama ve skalerle

carpma islemlerini

(Xl,...,Xk) + (y1,...,yk) = (Xl +¥i,...,Xk +yk),

a-(Xl,...,Xk)=(a'X1,...,a'Xk)

seklinde tanimlayarak yeni bir F-uzay1 elde edebiliriz. Bu uzaya Vy, . . ., Vi uzaylarinin dik carpim
denir. Zermelo-Freankel kiime teorisi ¢ercevesinde, segme aksiyomunu kabul ederek, dik ¢arpim
uzaylarini keyfi sayida F-uzay1 i¢in de tanimlayabiliriz. Yani {V};e;, F-uzaylarinin bir ailesi ise

H%:{f:]—)U(Vi‘ herie]iginf(i)e(v,}

iel iel

kiimesi bostan farklidir ve her f, g € [[,c; Vi ve a € Ficin

(f+)@) =, +g@), (a-f)i)=a-f() (1.5)

seklinde tanimli iglemlerle, [],c; V; kiimesi bir F-uzayi olur. Bu uzaya {V}}c; ailesinin dik carpim
uzayr denir. Bu noktada, [];c;V; kiimesinin elemanlar1 olarak / indeksi iizerinden tanimlanan
fonksiyonlart daha kullanigh bir gosterim ile degistirebiliriz: f € [];c; Vi olmak iizere her i € [
icin x; = f(i) € V; olarak tanimlarsak, f fonksiyonu yerine, onu tam olarak ifade eden (x;);cs
gosterimini de kullanabiliriz. [];c; V; dik ¢arpim uzaymin F-uzay1 yapisi bu gosterimlere gore

yeniden tanimlanirsa her (x;);es, (vi)ier € [1;e; Vi ve a € Figin

(x)ier + (Vi)ier = (xi + Yidier,  a - (Xi)ier = (a - X;i)ier
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esitlikleri yazilabilir.
[Tic; Vi uzayinin dik toplam uzayr ad1 verilen ¢ok 6zel bir alt uzay1 vardir:

@(Vi = {(Xi)iel € 1—[(‘/1'

en fazla sonlu tane i € [ hari¢ her i icin x; = O} (1.6)
iel iel

P.; Vi'nin, [1;e; Vi uzayimn bir alt uzayi oldugunu gérmek zor degildir.
Her j € I i¢in
V=P (17
i€l
]

alt uzay1 tanimlansin. Bun gore
(a) Ziel (‘/i, = @ie[ (‘/1'7
(b) Her j € I'igin V; ﬁ‘V]f = {0}

olur. Bu ozellikler, bir dik toplam uzayi icin belirleyici niteliktedir. Daha ac¢ik sOylemek gerekirse,

eger bir V vektor uzayi igin
(a’) (V = Ziel(Vi ve

(b’) Her j € I i¢in

Vin| ) Vi|=
i€l
I#]
olacak sekilde V’nin bir {V;};c; alt uzay ailesi varsa o zaman V uzay: bir dik toplam uzayina

izomorf olur.

o: Vv — [|¥

in > (Xi)ier
iel
sonlu

(a’) kosulu ile ¢, V’nin her elemani i¢in tanimhidir. (b”) kosulu ile de ¢ iyi tanimli olur. (Nedenini
arastirinz. Q) Ote yandan ¢ nin birebir olusu, tiimiiyle, [;c; V; uzaymin elemanlarinn yapisi ile
ilgilidir. Son olarak, Im(¢) = P,, Vi’dir. Bu durumda V’yi Im(¢) ile 6zdeslestirerek onu bir dik
toplam uzay1 olarak degerlendirebiliriz ve buna mukabil V = €p,_, V; yazabiliriz. Bu yazim baz1
kaynaklarda bir i¢ dik toplam olarak anilir. Aynm1 kaynaklar (1.6) ile tanimlanan dik toplami da dis
dik toplam olarak adlandirir. Biz bu iki dik toplam1 birbirinden ayirt etmeden her ikisini de sadece
dik toplam seklinde ifade edecegiz.

V bir vektor uzay1 ve V = »;c; Vi olsun. Her i € I icin B;, V; alt uzayinin bir tabani olsun. O

zaman V = ., Vi ancak ve ancak

iel
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@ B;n (Uiel Bz’) =0ve
i#]
(i1) ;7 Bi kiimesi V’nin bir tabanidir.

Ozel olarak V uzaymm bir B tabani icin 8 = B; U B, ve B N By = 0 ise V; = (By) ve
V5 = (B,) olmak tizere V = V| & V5 olur.

Ornek :
Bir A € F™" kare matrisi i¢in eger A’ = A (veya A" = —A) ise A’ya simetrik matris (veya
antisimetrik matris) denir.

Dikkat edilirse, simetrik ve antisimetrik matrisler, F”*" uzayinin birer alt uzayin olusturur.

Sym,, (F) ile gosterilen simetrik matrisler uzay1 i¢in

nn+1)
2

dimg(Sym,,(F)) =

ve ASym,, (F) ile gosterilen antisimetrik matrisler uzay1 igin

nn-1)

dimp(ASym,, (F)) = 7

esitlikleri saglanir. (Nedenini arastiriniz. @\) Ote yandan her A € F™" icin

1 1 1 1
A= E(A + A" + E(A - A", E(A + A") € Sym, (F), E(A — A") € ASym, (F)

oldugundan F*" = Sym,,(F) + ASym,, (F) esitligini yazabiliriz. Ayrica Sym,,(F) N ASym,, (F) =
{0,x»} oldugundan F*"* = Sym, (F) & ASym,, (F) olur.

Yukaridaki 6rnegi genellestirerek, her A € F™*" matrisi igcin A = %(A + A") + %(A — A"
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