BOLUM 1

TEMEL IDEAL BOLGELERI UZERINDEKI
MODULLER

AN R WD =

Temel ideal Bolgeleri . . . . . . 2
Mertebe Kavrami . . . . . . .. 3
Devirli Modiller. . . . ... .. 4

TiB Uzerindeki Serbest Modiiller 7
Asil (Primary) Devirli Ayristm . 11
Degismez Carpanlar Ayrisimi
(Invariant Factor Decomposition) 12
Devirli Modiillerin Karakteri-

Zasyonu . . . . ... ... ... 13

Bu boliimde, temel ideal bolgeleri iizerindeki
modiiller incelenecektir. Temel ideal bolgeleri,
tizerindeki modiillerin nispeten daha iyi huylu
davrandig1 halka sinifidir. Ozel olarak bu hal-
kalar birer Noether halkasidir ve bu nedenle
lizerindeki sonlu iiretilmis modiiller de Noet-
her modiilleridir. Ote yandan serbest modiille-
rin alt modiillerinin de serbest olmas1 6zelligi
bu halkalar iizerinde gecerlidir. Bu 6zellik vek-
tor uzaylarinin her alt uzayinin da bir baza sahip
olmasi 6zelligine benzer. Ote yandan, sonlu iire-
tilmig modiillerin devirli modiillerin dik toplami1
olarak yazilabilmesi 6zelligi de bu halkalar iize-
rinde gecerlidir. Bu sayede temel ideal bolgeleri
tizerindeki sonlu iiretilmig modiillerin siiflan-
dirilmasinda 6nemli rol oynayan bazi degismez-

ler ortaya konulacaktir.
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1 Temel ideal Bolgeleri

R bir tamlik bolgesi olsun. Eger R’nin her idealinin bir tek iireteci varsa R’ye temel ideal bolgesi
denir. a,b € R olsun. Eger (a) = (b) ise a ile b elemanlarina muadil elemanlar denir. Kolayca
goriilebilir ki a ile » muadildir ancak ve ancak a = ub olacak sekilde birimsel (yani tersinir) u € R

elemani vardir.

R bir temel ideal bolgesi (TIB) olsun. Buna gore asagidakiler saglanir:
€@ R’nin asal ve indirgenemez elemanlari aynidur.

@ R bir tek tiirlii carpanlama bolgesidir. Yani sifirdan farkli birimsel olmayan her a € R
icin
ki Kk
a= up11p22 e 'pﬁn

bi¢ciminde yazilabilir. Burada u € R birimsel, p;’ler birbirinden farkl asal (veya indirge-
nemez) elemanlar ve k;’ler pozitif tam sayilardir ve bu ¢arpanlama p;’lerin siralanmasi
ve muadil olma farki ile tektir.

@ Her sonlu iiretilmis R-modiil bir Noether modiiliidiir.

R bir temel ideal bolgesi ve a, b € R olsun. Eger a veya b sifirdan farkli ise (a) + (b) idealinin
herhangi bir iiretecine a ile b’nin en biiyilik ortak bdleni denir ve ebob(a, b) ile gosterilir. Yani
(a) + (b) = (ebob(a, b)) olur. Ayrica {(a) N (b) idealinin herhangi bir iiretecine de a ile b’ nin
en kiiciik ortak kati denir ve ekok(a, b) ile gosterilir. Yani (a) N (b) = (ekok(a, b)) olur. Eger
ebob(a, b) = 1 ise a ile b elemanlarina aralarinda asal elemanlar denir.

En az biri sifirdan farkli olan ai,...,a, € R elemanlart i¢in de ebob(aj,as,...,a,) ve
ekok(ay,as,...,a,) benzer sekilde tamimlanir. Eger ebob(ay, as,...,a,) = 1 ise ay,as,...,a,

elemanlarina aralarinda asal elemanlar denir.

Ahstirma 1.1
R bir temel ideal bolgesi olsun. Asagidakileri gosteriniz:
@ a.b,ceRiginebob(a,c) =1vec |abisec|bolur.
9 ai,as,...,a, € R elemanlan aralarinda asal ise
riap + - +rpa, =1

olacak sekilde ry, 72, ...,r, € R elemanlar1 vardir.



Temel Ideal Bolgeleri Uzerindeki Modiiller

© a.bcRicina #0veyab #0ise > Ob‘za 5 Ve @ Oblza 5 aralarinda asaldir.
@ a.b € R icin a ve b aralarinda asal ise ekok(a, b) = ab olur.

® ai.a2,...,a, € R elemanlan ikiserli aralarinda asal olsun. Yani her i # j icin
ebob(a;,a;) = 1 olsun. Her 1 <i < nigin

a; =
a;
olsun. O zaman her 1 < i < n i¢in ebob(a;, a;) = 1 olur. Ayrica, aj, . . ., a, elemanlari
da aralarinda asal olur, yani ebob(ay, ..., a,) = 1 dir.

Ahstirma 1.2

F bir cisim ise F[x] polinom halkasi bir temel ideal bolgesidir, gosteriniz.

2 Mertebe Kavram

Bu boliim boyunca R bir temel ideal bolgesi ve M bir R-modiilii olarak alinacaktir.

Tanim 2.1: Mertebe

Eger A < M ise A alt modiiliiniin mertebesi 0(A) ile gosterilir ve A* idealinin herhangi bir
iireteci olarak tanimlanir. Yani & € R icin A* = Ra ise A alt modiiliiniin mertebesi o dur.

Bir m € M icin de o(m) ile gosterilen elemanin mertebesi o(Rm) olarak tanimlanir.

Not.
(i) Eger A = 0 ise A* = R oldugundan 0(A) = 1 olarak tanimlanur.

(ii) Eger M serbest ise her A < M i¢in A* = 0 oldugundan 0(A) = 0 olur.

(iii) A alt modiiliiniin mertebesi muadil olma farkiyla tek tiirliidiir. Bun gore o (A) mertebesinin

tiim muadilleri de 0(A) olarak tanimlanir.

(iv) Birm € M icin (Rm)* = m* oldugundan o(m), R’nin m’yi sifirlayan tiim elemanlarinin

bir ortak boleni olarak tanimlanir.
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Onerme 2.2

(i) A<B<Miseo(B) | o(A) olur.
(i) m € M icin eger Sm = 0 ise o(m) | B olur.

(iii)) A,B<Micin M = A + Bise o(M) = ekok(o(A), o(B)) olur.

Kanat.
(i) A < Bise B* < A* oldugundan B* = Ro(B) ve A* = Ro(A) i¢in o(B) | 0(A) olur.
(ii) 8 € m* = Ro(m) olacagidan B’nin o(m)’ye béliinebildigi goriiliir.

(iii) 0(A) = @, o(B) = Bolsun. M = A + B ise M* = A* n B¥ = (ekok(a, B)) oldugundan
o(M) = ekok(a, ) olur.

Teorem 2.3

m e M, o(m) = a ve B € R olsun. O zaman

a
o(fm) = ebob(a, B)

olur. Ozel olarak « ve B aralarinda asal ise o(Sm) = « olur.

Kanat.

o(m) = @ oldugundan m* = (@) olur. (y) = (8m)* olsun. y8m = 0 oldugundan y8 € m* = (@)
olur. Yani @ | yB olur. Buradan Ob‘(’a 3] | v Ob[(ga 3] oldugu goriiliir. ebobl(ga/, ) ile ebob(fa, )
aralarinda asal oldugundan ebob(a ) | v olur. Ote yandan

___ B
ebob(a/ B) (Bm) = ebob(a, B)

oldugundan v | m olur. Boylece v ile m muadil olur ve istenen sonug elde edilir.
Teoremin son kismi ise ebob(a, 8) = 1 durumunun 6zel bir sonucudur.

(am) =0

3 Devirli Modiiller

Teorem 3.1

R bir TiB olsun. Buna gore her devirli R-modiiliin alt modiilii de devirlidir.
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Kanit.

M = Rm bir devirli R-modiil ve A < M olsun. Kolayca goriilebilirki / = {r € R : rm € A}
kiimesi R’nin bir idealidir. R TiB oldugundan / = (@) biciminde yazilabilir. Buna gore

@\A =Im = (¢)m = Ram = (am)
olur. Boylece A devirlidir.
Teorem 3.2
R bir TIB ve M bir devirli modiil olsun. Asagidakiler saglanr:

(i) Ay,..., Ak, M’nin alt modiilleri olsun. Eger Ay, ..., Ay modiillerinin mertebeleri
ikigerli aralarinda asal ise {Aj,..., Ay} ailesi bagimsizdir; yani A} + --- + Ay =
Al @ --- ® A; biciminde yazilabilir.

(i) my,...,m; € M elemanlarinin mertebeleri ikiserli aralarinda asal ise

o(my +---+my) =o(my) ---o(my)

ve
(mp) ® - & (my) = (my + - +my)
olur.
(iii)) m € M ve ikiserli aralarinda asal olan a1, as, ..., ar € R elemanlar1 icin
o(m) = ajay - - ag
isem = mj + --- +my ve her i i¢in o(m;) = @; olacak sekilde m;, my,...,m; € M

elemanlar1 vardir. Bu durumda
(m) =(m;) ®--- & (my)

olur.

Kanat.

(i) a; = 0(A;) olsun. x € A; N (Ay +--- + Ay) ise x € A oldugundan a;x = 0 olur. Ote yandan
X € Ay +---+Ag oldugundan azas - - - agx = O olur. a; ile axas - - - ay aralarinda asal oldugundan
uajp +v(ay---ax) = 1 olacak sekilde u, v € R bulunur. Buna gore x = uax+v(az---ax)x=0
olur. Boylece A} N (A + - - - + A) = 0 olur. Benzer sekilde A N (A} + Az +--- + Ag) = 0 vb.
elde edilebilir. Boylece {A1, ..., Ay} ailesi bagimsizdir.
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(i) o(m;) = a; olsun. Once (my + --- + mg) = (my) + --- + (m;) oldugunu gosterelim.
(mp +---+mg) C (mp) +--- + (M) oldugu agiktir. @ = a;...a; ve her 1 < i < k igin
Bi = aja;olsun. Her 1 <i < kigin B;- (my +---+my) = Sym; + --- + Bymg = S; - m; olur.
Diger taraftan, S; ile @; aralarinda asal oldugundan 1 = uf; + va; olacak sekilde u, v € R bulunur.
Buna gore m; = uf3; -m; + va; -m; = ufS; -m; = ;- (my +--- +my) € (my + --- + my) olur.
Boylece (mj) + - -- + (my) C (m + - - - + my) olur ve istenen esitlik elde edilir.

Simdi o(m; + - - - + my)’yi bulalim.

0(m1+---+mk) 0((m1+---+mk>)

= ((my) + -+ (my))*
= (m)*n---n(my)*
= {a) N N{ax)

= (ekok(ay,...,ar))

= (aay---ar) (ai,...,q; aralarinda asal oldugundan)
ve boylece o(mj + - - -+ my) = aja; - - - @, bulunur. Ayrica (i)’den dolay1
(m) & - & (my) = (my + - - +my)
olur.

(iii) o(m) = @jas---a; oldugundan m* = (@jas---ay) olur. Her 1 < i < k igin B; =
@y - @i—1i41 - - - @ olsun. Kolayca goriilebilir ki her 1 < i < k i¢in ebob(a;, 8;) = 1 olur. Buna
gore B;m elemaninin mertebesi
alaz..-ak alaz...a/k
‘m) = = = .
O(ﬁl ) ebob(a1a2 s a’k,,B,') ﬁ,‘ i

olur. By, ..., Br elemanlar ikigerli aralarinda asal oldugundan

Biuy + -+ Brug =1
olacak sekilde uy, ..., u; € R bulunur. Buna gore
m=1-m= (Biu; +--+ Brug) -m=ui(fr-m)+---+ur(By - m)
olur. Boylece m; = u;; - m olarak alinirsa 5; ve u; aralarinda asal oldugundan
o(m;) = o(u;B; -m) = o(B; - m) = @
vem = mj + - - - + my olur. Ayrica (ii)’den dolay1
(m) =(m) & - & (my)

olur.
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4 TiB Uzerindeki Serbest Modiiller

Bu boliimde R bir TIB olmak iizere, R iizerindeki sonlu tiretilmig serbest modiiller incelenecektir.
Bu baglamda, bir sonlu liretilmis serbest R-modiiliin her alt modiiliiniin de serbest oldugu gosteri-
lecektir.Bu sonug genel olarak sonlu iiretilmis olmayan serbest R-modiiller icin de gegerli oldugu
halde ispat1, iyi siralama ilkesine denk olan se¢me aksiyomunun kabuliinii gerektirir. Hem daha
karmagik olmasi hem de bu notlarin kapsamini1 agmasi nedeniyle bu ispat burada verilmemektedir.

Genel teoremi vermeden Once bazi hazirlayici lemmalari ispatlayalim.

Lemma 4.1
R bir TIB ve M bir serbest R-modiil ve {ey,...,e,}, M nin bir baz1 olsun. m € M ve
m = 3", r; - ¢ yazimi i¢in (ry,...,r,) ideali M’nin bazinin seciminden bagimsizdir ve

yalnizca m’ye baghdir. (Bu ideale m’nin kapsam ideali denir ve x(m) ile gosterilir.)

Kanit.

[ . ’ ’ s _ ’ ’ R SN _ \n ’
M’nin bir {e},...,€)} baz1iginm = r| - €| +--- + r} - €] biciminde yazilsin. ¢; = ijl ajj - €
olsun. Buna gore

n n

n n n
_ roar ’ el — o . e
w- S-S S - 3 (Sa] ¢
i=1 ' Jj=1 J=1

[:] l:l

olur. Boylece her 1 < j < niginr; = 3, r/a;; olur. Bu durumda r;’lerin her biri r{,..., 7,
tarafindan iiretilen idealin eleman1 olur. Benzer sekilde her 1 < j < nigin r;. = 2L, rib;; olacak
sekilde b;; € R elemanlar1 bulunabilir. Bu durumda r;.’lerin her biri de 7y, ..., r, tarafindan

tiretilen idealin elemani olur. Yani

’

Pyt =],
olur.

Lemma 4.2

R bir TIB, M bir serbest R-modiil ve m € M olsun. ¢y, € R, m’nin kapsam idealinin bir
tireteci olsun; yani k(m) = Rcy olsun. O zaman m = cy, - €] olacak sekilde M’nin bir
{e’l, ...,e} baz1 vardir.

Kanit.



Temel Ideal Bolgeleri Uzerindeki Modiiller

{e1,...,e,}, M’nin bir baz1 olsun. n lizerine tlimevarim uygulayacagiz. Eger n = 1 isem = rje;
olacak sekilde bir r; € R vardir. Bu durumda = m = Rr; = Rcp oldugundan 7y ile ¢y muadil
olur. Yani r; = ucy olacak sekilde birimsel # € R vardir. Buna gére m = r| - €] = ucpy, - €; =
cm(u - €1) olur. {€] = u - e} bazi i¢in istenen sonug elde edilir.

Simdi n > 1 i¢in varsayalim ki 6nerme dogru olsun. m = 3", r; - ¢; yazalim. Buna gore
k(m) = Rcyy = Rri+---+ Rry,

olur. Dikkat edilirse, ¢y = 0 ancak ve ancak m = O dir. Dolayisiyla ¢, # O kabul edebiliriz.
w = Y;onr; - € olsun. O zaman m = w + ry - €] olur. {e h_1° M’ = {ep,...,e,) serbest
modiiliiniin bir bazidir. Tiimevarim varsayimini M’ i¢in uygularsak, w’nun kapsam idealinin
bir iireteci olan cy € R i¢in w = cy - €] olacak sekilde M niin bir {e7,...,e;} bazi vardr.

Dolayisiyla, Rcw = Rry + - - - + Rry, olur. Buna gore

n
Rcm:Z:er +ZRri:Rr1 + Rcw
2

n
i=1 i=
oldugundan, ¢y, = ury + vew, 1 = acy Ve ¢y = bey olacak sekilde u, v, a, b € R elemanlart
vardir. Buna gore ¢y = uacm+vbem = (ua+vb)cy ve oy sifirdan farkli oldugundan ua+vb = 1

olur.

/

¢

=a-e +b-¢€),e, =v-e —u-ef veheri > 3igine; = €/ olarak tammlayalim. Buna gore
Re)| + Re), C Re; + Re]
. Ote yandan, ua + vb = 1 oldugundan
e, =u-€ +b-¢€, € Re| + Re
1= 1 2 1 2

Ve

/7 /

e, =v-e —a-e, € Re| +Re,
olur. Boylece
Re| + Re] = Re| + Re)
olur. Dolayisiyla Re; + Re) = Re| + Re/, olur. Buna gore
M = Re; + ReJ +--- + Re), = Re| + Re, +--- + Re,,
olur. Son olarak, {e’l, ..., € } kilmesinin lineer bagimsiz oldugunu da gosterelim. Eger s1, . .., s, €
Rigin sy - € + -+, €, =0ise

S](a'el+b'e/2,)+S2(V'e]_M'elzl)+"‘+sn‘e;::0

olur. Buna gore (sja + sov) - €1 + (s1b — sou) - € +--- + 5, - €, = 0 olur. {e},e],...,e;}

lineer bagimsiz oldugundan sja + sov = 0, s1b — sou = 0ve s3 =0,...,s, = 0 olur. Buradan
g

s1 = s1(ua + vb) = 0 ve dolayisiyla s, = O olur. Boylece {e],...,e,} lineer bagimsizdir. Son

olarakm =r; -e; + W = acy - €] + Cy - e’2’ =cm(a-e +b- e’z’) =Cm- e’1 olur. Boylece kanit

tamamlanir.
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R bir TIB, M bir serbest R-modiil ve rank M < oo olsun. A < M bir alt modiil olsun. R bir
Noether halkas1 oldugundan

{k(y) |y € A}

kiimesinin bir maksimal elemani1 vardir. Bir a € A i¢in x(a) maksimal ise x(a) idealine bir maksimal
kapsam ideali diyecegiz.

Lemma 4.3

R bir TIB, M bir serbest R-modiil ve rank M < oo olsun. A < M ve bira € A icin k(a) = Rc,
bir maksimal kapsam ideali olsun. O zaman her y € A i¢in x(a) 2 «(y) olur.

Kanat.

Yukaridaki lemmadan, M’nin Oyle bir {e],...,e,} bazi vardir ki a = c, - €| olur. y € A olsun.
O zamany = }"  r; - € olacak sekilde uygun r; € R elemanlar1 vardir. R bir TIB oldugundan
Rcy + Rry = Rt olacak sekilde bir ¢ € R vardir. Buna gore uygun u,v € R igin t = ucy + vry

yazilabilir.

n
u-a+v-y:uca-e’1+v-(Zri-eg):te’1+Zri'e;
i=2

i=1
A’nin bir elemani ve k(a) = Rc, C Rt C k(u-a+v-y)olacagindan x(a) = Rt = k(u-a+v-y)
olur. Buradan Rc, = x(a) = Rt = «(a) + Rry ve boylece r| = wc, olacak sekilde bir w € R
vardir. Ozel olarak, Rr; C Rc, = k(a) olur. Diger taraftan

n n
l-w)-a+y=((0-w)ca-€ + > ri-€=ca-€ + > ri-¢€
y 1 i 1 i

i=1 i=2

A’nin bir elemani ve bdylece k(a) = Rca € Rea+ Y/, Rri € k((1-w)-a+y) olacagindan «(a)
idealinin maksimalligi nedeniyle Rc, = k(a) = Rca + X', Rr; olur. Buradan her 2 <i < n igin
r; € Rcy bulunur. Dolayisiyla «(y) = Rry + Rrp+ -+ -+ Rr, € Rc, olur. y € A keyfi oldugundan
kanit tamamlanir.

Yukaridaki iki lemmanin yardimiyla simdi ana teoremi ispatlayabiliriz.

Teorem 4.4

R bir TIB, M bir serbest R-modiil ve rank M < oo olsun. A < M olsun. O zaman M nin dyle

bir {e;,...,e,} bazi ve ay,...,a, € R vardir ki
Ray 2 Ray 2 -+ 2 Ra,

ve A =Ra;-e +---+ Ra, - e, olur.
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Kanit.

n lizerine tlimevarim uygulayacagiz. Eger n = 1 ise M = Re; olur. A < M oldugundan a €¢ M
icin A = Rave a = - e olur. Bdylece A = Ra; - e; olur.

Simdi n > 1 ve onerme n’den kiiciik ranki olan her serbest modiil i¢cin dogru olsun. R
bir Noether halkast oldugundan, {«(x) | x € A,x # 0} kiimesinin bir maksimal eleman
vardir. A = {0} durumunda teorem asikardir, dolayisiyla A # {0} oldugunu varsayabiliriz. Bir
a € A secelim dyle ki k(a) = Ra; maksimal olsun. Onceki lemmadan dolay1, M’nin dyle bir
{¥1,...,Y¥n} bazi vardirkia = a1y, olur. M’ = Ry, &- - -® Ry, olarak tanimlayalim. Bu durumda
M = Ry; & M’ olur ve M’, n — 1 rankli serbest bir modiildiir.

A’ = AN M’ olsun. Iddia ediyoruz ki A = Ra® A’ dir. Ran A’ = {0} oldugu aciktir (ciinkii
Ra C Ry; ve M’ n Ry, = {0}). Simdi x € A olsun. {yi,...,y,} bazina gére x = r1y; + X’
yazilabilir (burada X" € M’). Maksimal kapsam ideali lemmasindan dolayi, x(x) C «(a) = Ra;
olur. x’in koordinatlarindan olusan ideal «(x) oldugundan | € «(x) C Ra dir. O halde r| = ka;
olacak sekilde bir k € R vardr.

Simdi z = X — ka elemanin1 diisiinelim.
z=(riy1 +X) —k(a1y1) = (r1 —kap)y +x' =%

olur. x € A ve a € A oldugundan z € A olur. Ayricaz = X’ € M’ oldugundanz € A’ = AN M’
olur. Boylece x = ka + z yazilabilir, yani A = Ra + A’ dir.
Simdi tiimevarim varsayimini M’ ve onun alt modiilii A’ i¢in uygulayalim. M niin 6yle bir

{ez,...,e,} bazi ve ay, ..., a, € R elemanlar1 vardir ki
Ray 2 Raz 2 --- 2 Ray,

ve A’ = Rap-e;®---® Ray - e, saglanir. Burada e; = y; olarak tanimlayalim. {e;,e;,...,e,},
M igin bir baz olusturur. Ayrica A = Ra -e; ® A’ = Ra;-e;® Ray-e, & --- ® Ra,, - e, olur.

Son olarak Ra; 2 Ra; oldugunu gostermeliyiz. h = @, - e, elemanin diiglinelim. h € A’
oldugundan h € A dir. Maksimal kapsam ideali lemmasindan dolay1 «(h) C «(a) = Ra;

olmalidir. h’nin {ey, ..., e,} bazina gore koordinatlar1 (0, a3, 0, ...,0) dir. Dolayisiyla x(h) =

Ra; olur. Boylece Ray C Raj elde edilir. Tiimevarim ilkesi gere8i teorem ispatlanmis olur.

Bu teoremin 6nemli bir sonucu olarak, TIB iizerindeki sonlu iiretilmis modiillerin yap1 teoremini
verebiliriz.

Teorem 4.5

R bir TIB ve M sonlu iiretilmis bir R-modiil olsun. O zaman

M =RN®R/(d)®R/{dr) @ ®R/(dn)
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olacak sekilde bir k > 0 tam sayis1 ve sifirdan ve birimselden farklh dy,d>,...,d,, € R
elemanlar1 vardir. Ayricady | da | -+ | dy, saglanir (yani Rd; 2 Rd, 2 --- 2 Rd,,). Bu k
tam sayisina ve (d;) ideallerine M nin degismez carpanlar: denir ve bu degismezler tek tiirlii
belirlidir.

Kanat.

M sonlu iiretilmis oldugundan, M = F/K olacak sekilde sonlu rankli bir serbest R-modiil
F ve F’nin bir K alt modiilii vardir. Onceki teoremden dolay1, F’nin bir {ey,...,e,} baz1 ve
ai,...,a, € Relemanlar secilebilir 6yle ki K = Raje1 @ - - - ® Raye, olurve Ray 2 --- 2 Ray,
saglanir. Burada bazi «;’ler birimsel olabilir (bu durumda R/{@;) = 0) veya 0 olabilir (bu
durumda R/(0) = R). Buna gore

Re;®---®Re, _ Re o Re,

M ~ ®---
Raje; @ - -- @ Raye, Raje; Ra,e,

IR

= R/{a1) ®--- @ R/{ay)

elde edilir. Birimsel olan «;’ler atilip, sifir olanlar R faktorii olarak (serbest kisim) basa yazilirsa

istenen form elde edilir.

S Asil (Primary) Devirli Ayrisim

Bir Onceki boliimde, sonlu iiretilmis her R-modiiliin bir serbest kistm ve bir burulmali (torsion)
kismin toplami1 oldugunu gormiistiik. Simdi burulmali kismin i¢ yapisina odaklanacagiz.

Tanim 5.1: p-Asil Modiil

R bir TIB ve p € R bir asal eleman olsun. Bir M modiiliiniin her elemaninin mertebesi p’nin
bir kuvveti ise, M’ye p-asil modiil (veya p-primary modiil) denir.

Genel bir burulmali modiil, farkli p asallarina karsilik gelen p-asil modiillerin toplami olarak
yazilabilir. Buna Asil Ayrisim Teoremi denir.

Teorem 5.2: Asil Devirli Ayrisim Teoremi (The Primary Cyclic Decom-

position)

R bir TIB ve M sonlu iiretilmis bir burulmali R-modiil olsun. O zaman M, asil devirli alt

modiillerin direkt toplami olarak yazilabilir:
M = (R/(I,flfll) ®--- @R/<P?k1>) @ @ (R/(piy®-- GBR/(pf,,’”km))

Burada p,..., p, birbirinden farkli asal elemanlardir ve e;; > --- > ey, pozitif tam
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sayilardir. Bu ayrisimdaki { pf” } iireteclerine M’ nin Elemanter Bolenleri denir. Elemanter
bolenler, modiilii (izomorfizma farkiyla) tek tiirlii belirler.

Kanat.

Ispatin ana fikri sudur: M sonlu iiretilmis ve burulmali oldugundan, bir @ # 0 icin @M = 0 dur.
R bir TIB oldugu i¢in a, asal ¢arpanlarma ayrilabilir: @ = u p’l11 e pzk. Cin Kalan Teoremi’nin
modiil versiyonu kullanilarak M, M), (her biri p!" tarafindan sifirlanan p-asil alt modiiller)
bilesenlerine ayrilir:

M=M, & &M,

Daha sonra her bir M), alt modiilii, devirli modiillerin yapis1 geregi R/(p{) formundaki devirli
modiillerin toplami olarak yazilir.

Ornek: Elemanter Bolenler

R = Z olsun. Mertebesi 72 = 23-32 olan bir M degismeli grubu (Z-modiilii) diisiinelim. Olas1
elemanter bolenler 72 nin asal carpanlarinin parcalanislaridir. 23 icin olasi parcalaniglar: (23),

(22,2), (2,2,2). 3% i¢in olas1 parcalanislar: (32), (3, 3). Bu parcalarin kombinasyonlar1 farkls
(izomorf olmayan) modiil yapilarini verir. Ornegin:

78 ® Zg = L7

Zp ®Zo ®Zy®7Z3D7Z3

gibi.

6 Degismez Carpanlar Ayrisimi (Invariant Factor Decomposi-
tion)

Asal ayristm modiilii en kiigiik parcalarina ayirir. Bazen bu kiigiik parcalar birlestirerek daha
biiyiik, birbirini bolen bloklar olusturmak yapisal analiz i¢in daha faydalidir. Bu forma Degismez
Carpanlar Formu denir.

Teorem 6.1: Degismez Carpanlar Ayrisim Teoremi

R bir TIB ve M sonlu iiretilmis bir burulmali R-modiil olsun. M, asagidaki sartlar1 saglayan
devirli alt modiillerin direkt toplami olarak tek tiirlii yazilabilir:

M = R/{(d1) ® R/{d2) ®--- & R/(dy)
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Burada di, d>, . .., dy € R sifirdan farkli ve birimsel olmayan elemanlardir ve su boliinebilme
zincirini saglarlar:
di | di-1 |-+ | dy

Bu d; elemanlarina M’nin Degismez Carpanlar1 (Invariant Factors) denir.

Kanut.

Teorem 5.2’deki gibi {e;; } elemanter bolenlerinden d;’leri olusturabiliriz. Buna gére Asil Ayrisim
Teoremindeki her asal icin en yiiksek e;; kuvvetlerini segip carparak d;’y1 (en biiyiik degismez
carpani) buluruz. Sonra kalanlarin en biiyiiklerini secip ¢arparak dy_;’i buluruz ve bu sekilde
devam ederiz. ¢;; kuvveti kalmayan bir asal i¢in 1 ¢arpani alinir (¢linkii 1 her elemani boler).
Boylece dy | di—1 | --- | dy saglanur.

Bir Z-modiiliin elemanter bolenleri {22, 2,2,33.3, 52} olsun. Gruplama yapalim:
+ En biiyiik kuvvetler: 22, 33,52 = d; =2%-33 .52 =2700.
» Kalanlarin en biiyiikleri: 2,3 = dy_;1 =2-3 =6.
e Kalanlar: 2 — dj_, = 2.

Boylece degismez carpanlar: 2 | 6 | 2700. Modiiliin yapist: Z, & Ze¢ @ Z2700.

7 Devirli Modiillerin Karakterizasyonu

Hangi kosullar altinda sonlu tiretilmis bir modiiliin tek bir iireteci vardir (yani devirlidir)? Bu
soru, lineer cebirde "bir operatoriin karakteristik polinomu minimal polinomuna ne zaman esittir?"

sorusunun modiil teorisindeki kargiligidir.

Teorem 7.1: Devirli Modiillerin Karakterizasyonu

R bir TIB ve M sonlu iiretilmis bir burulmali R-modiil olsun. Asagidaki ifadeler denktir:
1. M devirlidir (yani M = R/{u) olacak sekilde bir u vardir).

2. M’nin elemanter bolenleri ikiserli aralarinda asaldir.
3. M’nin sadece bir tane degismez carpani vardir (yani k = 1 ve M = R/{(d})).

4. M’nin sifirlayani (annihilator), M nin karakteristik idealine (elemanter bolenlerin ¢ar-
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pimu) esittir. (Lineer cebirde: Minimal polinom= Karakteristik polinom).

Kanit.

(1) & (2): Cin Kalan Teoremi’nin bir sonucudur. R/{a)® R/{b) = R/{ab) olmasi icin gerek
ve yeter sart ebob(a, b) = 1 olmasidir. Eger elemanter bolenler aralarinda asal degilse (6rnegin
22 ve 2), bunlari tek bir devirli modiilde birlestiremeyiz.

(1) < (3): Degismez carpanlar teoreminin formiilasyonundan aciktir. Eger birden fazla
degismez carpan varsa (d; | d, ve d; birimsel degil), R/{(d;) & R/{d>) yapisi devirli olamaz
clinkii her eleman d; tarafindan sifirlanir ama modiiliin "biiyilikliigii" (karakteristik ideal) did>

mertebesindedir. Devirli bir modiilde sifirlayan ideal ile modiiliin diizeni ayn1 olmalidir.

Not.
Lineer cebirde bu teorem su anlama gelir: Bir 7 lineer operatoriiniin devirli bir vektor uzay1
olusturmasi icin (yani V = Z(v;T) olacak sekilde bir v vektoriiniin varlig1 i¢in) gerek ve yeter

sart, 7°nin minimal polinomunun karakteristik polinomuna esit olmasidir.
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