BOLUM 1

10
11
12

MODULLER

Modiil Kavrami
AltModiller . . . .. ... ...
Urete¢ Kiimeleri ve Sonlu Ure-

tilmis Modiiller
Boliim Modiili
Dogrusal Bagimsizlik, Taban ve

Serbest Modiul . . . .. ... ..

Torsiyon Eleman1 ve Torsiyon-

suz Eleman

Sifirlayan Idealler . . . . . . ..
Modiil Homomorfizmalari

[zomorfizma Teoremleri . . . . .
Dik Toplamlar . . . . . ... ..
Serbest Modiillerin Rank1 . . . .

Artan Zincir Kogulu . . . . . ..

Bu boliimde, vektor uzaylarinin bir genellemesi
olan modiiller ele alinacaktir. Modiiller, skaler
carpmanin bir cisim yerine bir halkanin ele-
manlariyla yapilmasina olanak taniyarak vek-
tor uzay1 kavramini genellestirir. Bu genelleme,
dogrusal cebirin bazi temel kavramlarinin mo-
diiller baglaminda da gecerli olmasim saglar.
Ancak, modiiller iizerinde baz1 onemli farklilik-
lar ve zorluklar da ortaya cikar. Ozellikle, mo-
diiller iizerinde her zaman bir bazin varlig1 ga-
ranti edilmez ve bazi modiiller serbest olmaya-
bilir. Bu nedenle, modiiller {izerinde yapilan ¢a-
ligsmalar, vektor uzaylarina gore daha karmagik
ve zengin bir yapiya sahiptir. Biz bu bdliimde,
modiiller tizerindeki ilgimizi, temel ideal bol-
geleri iizerinde tanimli modiillerle sinirlayaca-
g1z. Gorecegiz ki temel ideal bolgeleri iizerin-
deki modiiller, nispeten iyi davranig gosterirler
ve vektor uzaylarina benzer sekilde ele alinabi-
lirler. Burada elde edilen sonuglari bir sonraki
boliimde, dogrusal doniisiimler hakkinda bilgi
elde etmek i¢in uygulayacagiz.
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1 Modiul Kavram

Tanim 1.1: Modiil

R degismeli ve birimli bir halka ve M bos olmayan bir kiime olsun. Sirasiyla toplama ve

skalerle carpma denilen asagidaki gibi islemler tanimli olsun.

MxM-—->M ve RxXM—>M

(x,y) > x+y (a,x) > a-x
Bu islemler agagidaki 6zellikleri sagliyorsa (M, +, -) sistemine R iizerinde bir modiil denir:
1. (M, +) —birim elemanini 0 ile gosterecegimiz— bir degismeli gruptur.
2. Vx,ye M,Ya,b e R,a-(X+y)=a-x+a-y.
3.V xe M,Va,b e R, (a+b) - X=a-X+b-X.
4. Vx e M,Ya,b € R, (ab) -x=a - (b -X).

5.VxeM,1-x=x.

Not.
Modiil kavrami, genel olarak degismeli ya da birimli olmayan halkalar i¢in de tanimlanabilir.
Ancak, bu notlarda sadece degismeli ve birimli halkalar iizerinde tanimli1 modiillerle ilgilenece-
giz. Bu nedenle modiil yapist s6z konusu oldugunda, lizerinde tanimli halka aksi belirtilmedikce

degismeli ve birimli halka olarak kabul edilecektir.

Ornek : (Bazi Modiil Ornekleri)

1. Herhangi bir F cismi ve F iizerinde V' uzay1 i¢in (V, +, -) bir F-modiiliidiir. Yani vektor
uzaylar1 modiillerin 6zel bir durumu olarak diisiiniilebilir. durumu olarak diisiiniilebilir.

2. Herhangi bir halka R, kendisi lizerinde bir R-modiiliidiir. Bu durumda toplama ve skalerle

carpma islemleri halka iizerindeki iglemlerle aynidir.

3. Herhangi bir abelyan grup (G, +), tam sayilar halkasi Z iizerinde bir Z-modiiliidiir. Bu
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modiil yapisi soyle tanimlanir: Vn € Z ve g € G igin

g+g+---+g, n>0
T
n-g=10, n=0
-g+g+---+g n<0
T
4. Herhangi bir R halkasi ve n € N* i¢in R" = {(ry,72,...,ry) | ri € R, 1 <i < n} kiimesi

R iizerinde bir modiildiir. Toplama islemi bilesensel olarak
(F1,72s e e esn) + (851,852,000, 8y) = (r1+ 81,2+ 852, ..,Fy +8)
seklinde tanimlanir. Skalerle carpma islemi ise
a-(ri,ra,...,rp) = (ary,ary, ..., ary,)
seklindedir. Ozel olarak n = 1 icin R' kiimesi, R halkasinin kendisiyle aynidur.

5. Herhangi bir R halkasi ve n,m > 1 tam sayilar i¢cin R = {(r;;) | r;j € R, 1 <i <
n, 1 < j < m} matrisler kiimesi R iizerinde bir modiildiir. Toplama iglemi bilesensel,

skalerle ¢carpma islemi ise
a - (rij) = (arij)

seklindedir.

2 Alt Modiiller

Tamm 2.1: Alt Modiil
R bir halka ve M bir R-modiil olsun. N € M bos olmayan bir kiime olsun. Eger M deki

islemlerin N iizerine kisitlamasi N iizerinde de islem tamimliyor ve N, lizerinde tanimli bu

islemlerle bir R-modiil oluyorsa, N’ye M nin bir alt modiilii denir ve N < M ile gosterilir.

Teorem 2.2: Alt Modiil Kriteri

R bir halka, M bir R-modiil ve N C M bos olmayan alt kiime olsun. Buna gore N < M ancak
ve ancak hera,b € Rvex,y € Nicina -x+ b -y € N dir.
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Kanit.

(=) N < M ise, N bir R-modiil oldugundan, hera,b € Rvex,y e Nigcina-x+b -y € N dir.
(=)Hera,b € Rvex,y € Nicina-x+b-y € N ise, N bir R-modiiliidiir. Oncelikle, 0 € N dir.
Ciinkii, N bos olmayan bir kiime oldugundan, x € N i¢in 0-x+ 0 -x = 0 € N dir. Ikinci olarak,
her x,y € N i¢in

X+y=1-x+1-yeN,
-x=0-y+(-1)-xeN
olur. Ayrica, hera € R ve x € N i¢in
a-XxX=a-x+0-xeN

olur. Diger Ozellikler (toplamanin degismeli ve birlesmeli olusu, skalerle carpmanin dagilma
ozelligi vs.) M i¢inde saglandigindan N ic¢inde de saglanir. Boylece N bir R-modiiliidiir ve
dolayisiyla N < M dir.

Not.

Yukaridaki teoremde verilen alt modiil kriteri, her a € R ve X,y € N igin,
*X—-y€EN
*ea-XeN

kosullarinin saglanmasi ile denktir. (Nedenini arastiriniz. @\) Bu ikincisi ¢ogu durumda daha

kullaniglh bir test imkan1 sunar.

Alt modiil kriterini kullanarak agsagidaki iki 6nermeyi kolayca elde edebiliriz.

Onerme 2.3

R bir halka, M bir R-modiil ve {N; };c; M nin alt modiilleri olsun. Buna gore
AL
i€l

kiimesi M ’nin bir alt modilidir.
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Onerme 2.4

R bir halka, 7, R’nin bir ideali, M bir R-modiil olsun ve N < M olsun. Buna gore
IN :={(r-x)|rel,xe N}

kiimesi M ’nin bir alt modilidir.

Yukaridaki 6nermede / idealini bira € Ri¢in I = Ra = (a) seklinde alirsak, IN = RaN = (a)N
ifadeleri yerine basitce aN yazabiliriz. Buna gore aN = {a - x | x € N} olur.

Ornek :
Asagidaki kiimelerin her biri, belirtilen modiillerin bir alt modiiliidiir.

1. Herhangi bir F cismi ve F lizerinde tamiml1 V' vektor uzay1 i¢in, V’nin herhangi bir alt

uzay1 V’nin bir F-alt modiiliidiir.

2. Herhangi bir R halkasi i¢in, R’nin herhangi bir ideali R’nin bir R-alt modiiliidiir. Tersine,
R’nin herhangi bir R-alt modiilii de R’nin bir idealidir.

3. Herhangi bir R halkasi ve n € N7 i¢in,
N = {(1’1,1’2,...,}”,1) e R" | r +r2+...+rn:0}

kiimesi R"’in bir R-alt modiludiir.

Tanim 2.5: Alt Modiil Toplanm

R bir halka, M bir R-modiil ve N1, N, < M alt modiiller olsun. N1 ve N nin toplami
N] +N2: {X+y|X€N1,y€N2}

kiimesi olarak tanimlanir.

Teorem 2.6

R bir halka, M bir R-modiil ve N1, Ny < M alt modiiller olsun. Buna gore Ny N\ N, ve N1 + N,
kiimeleri M’ nin alt modiilleridir. Ek olarak Ny N N, < N; ve N; < N1 + N> (i = 1,2) dir.
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Not.

Alt modiil toplami tiimevarim yardimiyla ikiden fazla alt modiiliin toplamina genisletilebilir.
Yani M’nin k > 2 tane Ny, Ny, . .., Ny alt modiilii i¢in

Ni+No+-- -+ Ne={xX1+xX+--+X; | X, €N;, 1 <i <k}
kiimesi de M’nin bir alt modiiliidiir ve her 1 < j < k i¢in

(Ni+-+Nj))+(Njy1+---+Ni) =N+ No+ -+ + Ny
esitligi saglanir.
Bir M modiiliiniin tiim alt modiillerinin kiimesini, S(M) = {N | N < M} ile gosterelim. Buna

gore S(M) kiimesi kapsama bagitisina gore bir kismi sirali kiimedir. Ayrica, S (M) kiimesi lizerinde
her K, L € S(M) i¢in
KANL=KNL ve KVL=K+L

islemleri tamimlanirsa S(M) kiimesi yalnizca bir kismi sirali kiime olmaktan oteye geger ve bir
kafes (latis) olur. Bu nedenle S(M) kiimesine M nin alt modiil kafesi denir.

3 Uretec Kiimeleri ve Sonlu Uretilmis Modiiller

Teorem 3.1

R bir halka, M bir R-modiil ve § € M bos olmayan bir kiime olsun. Buna gore

(8) = {Zk:ai -8

i=1

kGN,aiER,SiES,ISiSk}

kiimesi M ’nin bir alt modiiliidiir. Bu alt modiile M’nin S kiimesi ile liretilen alt modiilii denir.
Eger S = {s1,...,S,} sonluise, (S) = {a;-Si+---+amu Sy | a; € R,1 <i <m} olur. Ozel
olarak, her m € M i¢in ({m}) = {r -m | r € R} =: Rm olur ve bu alt modiile 7’ nin iirettigi

devirli alt modiil denir.

Kanit.

Herhangi birs € S i¢in 0 = 0 - s € (S) oldugundan S # 0 olur.
Simdi {ay,...,ar},{b1,....b;} S Rve{si,...,s¢},{t1,...,.t;} € M olmak iizere,

k l
X:Zai-si ve y:ij-tj
i=1 Jj=1

olsun.

ak+1 = bi,aks2 =ba, ... ak4 = b
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veE

Sk+1 =t ..., Sk = 1

yazarsak,
k+l

k l
x+y:Zai-si+ij~tj:Zai-sie(S)
i=1 =1

i=1
elde edilir. Benzer sekilde, her r € R i¢in

k k

r-X:r-Zai-si:Z(ra,-)-sie(S}
i=1

i=1
elde edilir. Boylece, (S) kiimesi M nin bir alt modiiliidiir.
Simdi S = {sy,...,s;} sonlu olsun. Herhangi ay, ..., a, € R elemanlar i¢in
ay-Sy+---+ay Sy €(S)

oldugu tanimdan dolay1 aciktir. Tersine, herhangi bir k € N, by, ..., by € Rve X|,...,X; € S
icin

X=by X+ -+ by -x €(S)
secelim. Her 1 <7 < k i¢in x; = s, olacak gekilde 1 < j; < m olan j;’ler vardir. Her 1 < j <m
icin

B; I:{billﬁiﬁk,XiZSj}
kiimesini tammlayalim. Eger B; = 0 ise ¢; = 0 ve degilse ¢; = )¢ B; b diyelim. O zaman

X=c1-Si+--+Cm-Sp€{ar-s1+---+ayu-Spla,eR,1<i<m}

elde edilir. Dolayisiyla,

(S)y={ar-s1+---+apn-smla eR,1<i<m}

olur.

Son olarak, S = {m} tek elemanli ise, (S) = {a - m | a € R} =: Rm olur.

Not.
Yukaridaki teoremin kabulleri altinda S = {sy, .. ., S, } sonlu oldugunda, (S) alt modiiliinii kiime
parantezi olmadan, basitge, (s, . .., S, ) seklinde de gosterebiliriz. Ayrica, S = {s} tek elemanl
oldugunda (S) alt modiiliinii (s) seklinde gosterecegiz.
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Sonuc 3.2
R bir halka, M bir R-modiil ve Xy, ..., Xy € M olsun. Buna gore

X1, ..., X)) =(X1)+ -+ (Xx) = Rxy + - - + Rxy.
Sonug 3.3

R bir halka, M bir R-modiil ve S € M olsun. Buna gore (S), M’nin S kiimesini igeren
tiim alt modiillerinin kesisimine esittir. Boylece (S), M’nin S kiimesini iceren en kiigiik alt

modilidir.

Kanit.

Okuyucuya birakilmistir. @\

Tanim 3.4
R bir halka ve M bir R-modiil olsun.
1. Egerbir S € M icin M = (S) ise, S kiimesine M ’nin bir iirete¢ kiimesi denir.

2. Eger M’nin sonlu bir iirete¢ kiimesi varsa, M’ye bir sonlu iiretilmis modiil R-modiil

denir.
3. Eger M’nin tek elemanli bir iirete¢ kiimesi varsa, M’ye bir devirli modiil denir.

4. N < M ve N, bir R-modiil olarak sonlu iiretilmis (devirli) ise, N’ye M nin bir sonlu

tiretilmis alt modiilii (devirli alt modiilii) denir.

4 Bolum Modiilu

R bir halka ve M bir R-modiil olsun. N < M olsun. Ozel olarak (N, +) grubu (M, +) grubunun bir
(normal) alt grubu oldugundan, M /N toplamsal abelyan grubu tanimlidir. Simdi M /N {iizerinde R-
modiil yapisi tanimlayarak M /N’yi bir R-modiil yapacagiz. Bunun i¢in,hera € Rvex+N € M /N
icin

a-(x+N)=a-x+N

carpimini tanimlayalim. Kolayca goriilebilir ki, bu carpma islemi iyi tanimlidir ve bu iglemle birlikte
M /N bir R-modiil yapisina sahiptir. Bu modiile M’nin N ile boliim modiilii denir.
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Onerme 4.1

R bir halka ve M bir R-modiil olsun. Eger M bir sonlu iiretilmis R-modiil ise her N < M alt
modiilii i¢in, M /N de bir sonlu iiretilmis R-modiildiir.

Kanat.

Okuyucuya birakilmustir. @\

Teorem 4.2: Alt modiil esleme teoremi

R bir halka, M bir R-modiil ve N < M bir alt modiil olsun.
i) N<L<Mise L/IN <M/N dir.

(i) K<M/Nise K ={me M | m+ N € K} kilmesi M nin bir alt modiiliidiir ve N < K
dir.

(i) ¢ : Q={LeSM)|NCL} > S(M/N),her L € Qigin ¢(L) = L/N doniisiimii

bir kafes izomorfizmasidir. Yani ¢ birebir ve Orten olup, her Ly, L, € Q i¢in

o(L1 ALy) =@(L1) ANp(Ly) ve @(L1V L) =¢(L)Ve(L)

esitlikleri saglanir.

Teorem 4.3

R bir halka, M bir R-modiil ve N < M bir alt modiil olsun. Buna goére her K, L < M alt

modiilii ile R’nin her [ ideali i¢in asagidakiler saglanir:
(i) (K/N)+ (L/N)= (K + L)/N dir.
(i) (K/N)n(L/N)=(KnNL)/N dir.

(iii) I(K/N) = (IK + N)/N dir.

Kanat.

Okuyucuya birakilmistir.
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5 Dogrusal Bagimsizhik, Taban ve Serbest Modiil

Tamm 5.1: Dogrusal Bagimsizhik

R bir halka, M bir R-modiil ve S € M bos olmayan bir kiime olsun. Eger her k£ € N,
ai,...,agr € Rvesy,...,s; € Sigin

M~

a;-8,=0 = a;,=0,1<i<k
i=1

oluyorsa § kiimesine M’de dogrusal bagimsiz denir.

Modiiller iizerindeki dogrusal bagimsizlik kavrami, vektor uzaylarindakiyle tamamen aym se-
kilde tanimlansa bile iki kavram arasinda bazi 6nemli farkliliklar vardir. Bunlar1 asagidaki gibi

siralayabiliriz:

@ Bir modiiliin minimal iirete¢ kiimesi her zaman dogrusal bagimsiz olmak zorunda degildir.
Bunun en basit 6rnegi, Z iizerinde taniml Z/27Z modiiliidiir. {1} kiimesi Z/2Z nin bir minimal
iirete¢ kiimesidir. Ancak, 2 - 1 = 0 oldugundan {1} kiimesi dogrusal bagimsiz degildir.

@ Bir modiiliin maksimal dogrusal bagimsiz alt kiimesi her zaman iirete¢ kiimesi olmak zorunda
degildir. Ornegin, Z iizerinde tanimhi Z x Z’nin {(2,0), (0,3)} alt kiimesi bir maksimal
dogrusal bagimsiz alt kiimesidir. (Neden? C’)\) Ancak, ((2,0), (0,3)) # Z x Z dir.

© Bir modiiliin dogrusal bagimsiz iirete¢ kiimesi her zaman var olmayabilir. Ornegin, Z iizerinde

tanimli Z/2Z modiiliiniin tek iiretec kiimesi olan {1} kiimesi dogrusal bagimsiz degildir.

@ Dogrusal bagimli elemanlar birbirlerinin dogrusal kombinasyonu olmak zorunda degildir.
Ornegin, 3 -2 + (=2) - 3 = 0 oldugundan 2, 3 € Z dogrusal bagimlidir. Ancak, 2 sayis1 3’iin

ve 3 sayisi da 2’nin dogrusal kombinasyonu degildir.

Tanim 5.2: Taban ve Serbest Modiil

R bir halka ve M bir R-modiil olsun. M’nin dogrusal bagimsiz bir iirete¢ kiimesi varsa,
bu kiimeye M’nin bir taban: denir. Eger M’ nin bir tabani1 varsa, M’ye bir serbest modiil

diyecegiz.

Yukaridaki (3) maddesinde de sdylendigi gibi her modiil serbest modiil olmayabilir. Uzerindeki
her modiiliin serbest modiil oldugu halkalar ise oldukca 6zeldir. Bu tiir halkalara literatiirde yar-

basit halkalar denir. Yari-basit degismeli halkalar cisimlerin Kartezyen carpimi seklinde ifade
edilebilen halkalardir.
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6 Torsiyon Elemam ve Torsiyonsuz Eleman

Dogrusal bagimsizlik ile ilgili 6nceki boliimde bahsedilen fakliliklar, modiiller iizerinde ¢alisma
acisindan bazi zorluklar ortaya cikarir. Ancak, bu zorluklar, modiiller iizerindeki ¢alismalarin daha
zengin ve cesitli olmasim saglar. Halkalarin siniflandirilmasinda modiillerin bu zengin ve cesitli
ozellikleri epey kullanighdir. Bu baglamda, iki yon ele alinabilir: iizerindeki modiillerin vektor
uzaymdan miimkiin oldugunca farkli olabildigi halkalar ve modiilleri vektdr uzayina miimkiin
oldugunca benzeyebildigi halkalar. Modiiller lizerindeki dogrusal bagimsizlik kavrami, bu tiir aras-
tirmalarda kullanilabilecek bir 6lciit saglar.

Dikkat edilirse onceki boliimde (1) ve (3) maddeleri ile verilen farkliliklar biraz ucuza kagmak-
tadir. Ciinkii her iki maddede de sifirdan farkli bir skalerle ¢arpimin sifir sonucu vermesi durumu
s0z konusudur —ki boyle bir durum vektor uzaylarinda sifirdan farkli bir vektor i¢in asla miimkiin
degildir. Bu nedenle, modiiller iizerindeki dogrusal bagimsizlik kavramini ele alirken sifirdan farkl
skalerlerle carpimlarin sifir sonucu vermedigi modiiller iizerinde ¢alismak daha uygun olabilir. Bu
tiir modiillere forsiyonsuz modiiller denir. Aslinda torsiyonsuzluk elemanlar lizerinde tanimlanarak
da ifade eilebilir. Buna gore R halkasi iizerindeki bir M modiiliiniin sifirdan farkli bir m € M
elemani i¢cin eger r - m = 0 = r = 0 ise bu m elemanina M nin bir torsiyonsuz (torsion-free)
elemani denir. Eger M nin sifirdan farkli tiim elemanlar: torsiyonsuz ise M modiiliine forsiyonsuz
modiil denir. Eger bir eleman M modiiliiniin torsiyonsuz elemani degilse, bu elemana M nin bir
torsiyon (torsion) elemant denir. M’nin tiim torsiyon elemanlarinin kiimesine M’ nin torsiyon alt
modiilii denir ve Tor(M) ile gosterilir. R bir tamlik bolgesi ise o zaman Tor(M) < M ve M /Tor(M)
bir torsiyonsuz R-modiildiir. (Gosteriniz.) Eger Tor(M) = M ise M modiiliine bir torsiyon modiilii

denir.

7 Sifirlayan Idealler

Torsiyon elemanlar1 kendileri ile ¢carpilinca sifir olan skalerler tarafindan sifirlanirlar. Bu nedenle,
bir modiiliin torsiyon elemanlarin1 anlayabilmek i¢in, modiil elemanlarin sifirlayan skalerleri in-
celemek faydali olabilmektedir. Bu tiir skalerler bir ideal olustururlar ve bu ideal modiiliin yapisi
hakkinda bilgi verme potansiyeline sahiptir. Bu nedenle, bu tiir ideallere sifirlayan idealler de-
nir. Ustelik cisimler idealleri bakimindan oldukga fakir oldugundan, sifirlayan idealleri diisiinmek,
halkalar lizerindeki modiilleri, cisimler iizerindeki vektor uzaylarindan ayiran 6zellikleri ortaya

cikarmak acisindan dogal bir yol sunar.
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Tamm 7.1: Sifirlayan ideal

R bir halka, M bir R-modiil ve m € M olsun. m elemanin sifirlayan skalerlerin kiimesi
m’={reR|r-m=0}

olarak tanimlansin. m* kiimesine m’nin R icindeki sifirlayam: denir.
N < M i¢in
N*={reR|herneNiginr-n=0}

kiimesine N’nin R icindeki sifirlayan: denir.

Kolayca goriilebilir ki m* ve N* kiimeleri R’nin idealleridir. Ayrica, 0 = R dir. Ayrica M nin A

ve B alt modiilleri i¢in
+ A C Bise B* ¢ A%,
 (A+B)*=A*nB*

olur. Ote yandan her m € M igin m bir torsiyon elemanmidir ancak ve ancak m* # 0 dur.

Onerme 7.2

R bir halka ve M bir R-modiil olsun. /, R’nin bir ideali olmak iizere I € M* olsun. Bu
durumda M bir R/I-modiil yapisina sahiptir ve M nin R-modiil olarak alt modiilleri ile
R/I-modiil olarak alt modiilleri aynidir.

Ozel olarak, M bir R/ M*-modiildiir.

Kanat.

M bir modiil oldugundan 6zel olarak bir toplamsal abelyan gruptur. R/1 iizerinde M ’ye asagidaki

gibi bir skalerle ¢carpma islemi tanimlayalim:
(a+I) - m=a-m

Hera +1 € R/I ve m € M igin bu islem iyi tamimlidir. Ciinkii, a + [ = b+ Iisea—b € [ ¢ M*
oldugundan
(a=b)y- m=0 = a-m=b-m

olur. Diger 6zellikler M’ nin R-modiil yapisini belirleyen skalerle carpma isleminin R/ {izerinde
yukaridaki gibi tanimlanan skalerle ¢carpma islemi ile ayni olmasi nedeniyle saglanir. Boylece
M bir R/I-modiil yapisina sahiptir. Skalerle carpma iglemleri ayni oldugundan M’ nin R-modiil

olarak alt modiilleri ile R/I-modiil olarak alt modiilleri aynidir.
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8 Modiil Homomorfizmalar:

R bir halka ve M, N iki R-modiil olsun. M’den N’ye bir fonksiyonun modiil homomorfizmasi

olabilmesi icin, bu fonksiyonun M’deki islemleri N’deki iglemlere tasimasi gerekir. Buna gore,

Tanim 8.1

R bir halka, M, N iki R-modiil ve f : M — N bir fonksiyon olsun. Eger her x,y € M ve
a € Ricin

f(x+y) =f(x) + f(y)
fla-x)=a- f(x)

oluyorsa, f fonksiyonuna M’den N’ye bir modiil homomorfizmast denir.
Eger

* f birebir ise, f’ye bir monomorfizma,
* f oOrten ise, f’ye bir epimorfizma,
* f hem birebir hem de Orten ise, f’ye bir izomorfizma

denir. Eger bir M’den N’ye bir modiil izomorfizmas1 varsa, M ve N’ye izomorf modiiller

denir ve M = N ile gosterilir.

Yukaridaki tanima gore bir modiil homomorfizmasi hem bir toplamsal grup homomorfizmasidir
hem de dogrusaldir. Bu bakimdan vektor uzaylar arasindaki lineer doniisiimlerle olduk¢a benzerdir.
Asagidaki sonug, bu benzerligi biraz daha pekistirir niteliktedir.

Onerme 8.2

R bir halka, M, N iki R-modiil ve f : M — N bir modiil homomorfizmas1 olsun. Buna gore
(@) f(Ou) = Oy,
(i) f(-x) =-f(x),Vx e M,
(iii) ker(f) = {x e M| f(x) =0} < M,
(iv) Im(f) = {f(x) [ x € M} < N.

Kanat.

Okuyucuya birakilmistir.
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M bir modiil ve K < M ise g : M — M /K, g(x) = x + K fonksiyonu, ¢ekirdegi ker(g) = K
olan bir modiil epifizmasidir. Bu epimorfizmaya M’den M /K’ye dogal epimorfizma denir.

9 Izomorfizma Teoremleri

Asagidaki teoremler grup homomorfizmalar ile lineer doniisiimler i¢in verilen izomorfizma te-

oremlerinin modiiller i¢in olan halidir.

Teorem 9.1: 1. izomorfizma Teoremi

R bir halka, M, N iki R-modiil ve f : M — N bir modiil homomorfizmasi olsun. Buna gore

M /ker(f) = Im(f)

olur.

Teorem 9.2: 2. izomorfizma Teoremi

R bir halka, M bir R-modiil ve A, B < M alt modiiller olsun. Buna gore
(A+B)/B=A/(ANB)

olur.

Teorem 9.3: 3. izomorfizma Teoremi

R bir halka, M bir R-modiil ve N < M bir alt modiil olsun. Eger K < M ve N C K ise
(M/N)/(K/N) = M/K

olur.

10 Dik Toplamlar

Vektor uzaylarinda oldugu gibi modiillerde de dik toplam kavrami tanimlanabilir. Bunun igin,
oncelikle, {M, | @ € A} gibi bir R-modiil ailesi verildiginde, bu modiillerin Kartezyen ¢arpimi
olan

[ [ Mo = {tnaaca | ma € Mo, Var € 4}

a€A

kiimesinin bir R-modiil yapisina sahip oldugunu belirtmekte fayda vardir. Bu modiil yapisi, Kartez-

yen carpim lizerinde asagidaki gibi bilesensel olarak tanimlanan toplama ve skalerle ¢carpma islemi
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ile verilir:

(mcx)aeA, (ncx)a/eA € HaeA M, ver € R 1911’1

(Mg )aeca + (Na)aca = (Mg + Ng)aea,

r- (ma)a'eA = (r : ma')aeA-

Simdi, {M, | @« € A} R-modiil ailesi i¢in [[,c4 M,lpha Kartezyen carpim kiimesinin alt kiimesi
olan

@Ma = {(ma)a'eA € l—[ M,

a€A a€A

yalniz sonlu sayidaki @ € A hari¢ tim « € A i¢in m, = O}

kiimesini tanimlayalim. Bu kiime, Kartezyen carpim iizerindeki toplama ve skalerle carpma islemi
ile bir R-modiil yapisina sahiptir. Bu modiile {M,, | @ € A} modiil ailesinin (dis) dik toplam: denir.
Her B € Aigin iz : Mg — P4 Mo,

a€A

X, «a=pise
Lﬁ(x) = (Xo) = )
0, a+pise

seklinde tanimli doniisiim bir monomorfizmadir. Bu déniisiime Mgz’ nin €P,_, M, icine dogal

acA
gomiilmesi denir.

Vektor uzaylarinda oldugu gibi modiillerde de dik toplamlar evrensel bir 6zellik saglar.

Teorem 10.1: Dik Toplamin Evrensel Ozelligi

R bir halka, {M, | @ € A} bir R-modiil ailesi ve N bir R-modiil olsun. Eger her 8 € A i¢in
/s : Mg — N bir modiil homomorfizmasi ise, 0 zaman

Mp i P M.

a€A
V ’

N

diagramim1 degismeli yapan (yani f o 1g = fg esitlifini saglayan) tek tiirlii belirli
f P, ca Mo — N modiil homomorfizmasi vardr.

Kanat.

Okuyucuya birakilmistir. ®\

{M, | @ € A} bir modiil ailesi olsun. Her 8 € A igin Mg'nin B ., M, icindeki dogal
gomiilmesini M /’3 ile gosterelim. O zaman:
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D Doou Mo = Soen M,

@ her 8 € A i¢in Mé N Daeavigy Mo =0
olur.
M bir R-modiil olsun. Eger M’nin (D1) ve (D2) 6zelliklerine sahip bir {M,, | @ € A} alt modiil
ailesi varsa M’ye {M, | @ € A} modiil ailesinin (i¢) dik toplam: denir ve
M= m,
a€A
yazilir. Buna gore her dis dik toplam ayn1 zamanda bir i¢ dik toplam olur. Tersine, her i¢ dik toplam

da bir dig dik toplama izomorf olur. (Nedenini diisiiniiniiz. ®\)

Teorem 10.2

M bir R-modiil ve {M, | @« € A}, M’nin bir alt modiilllerinin bir ailesi olsun. Buna gore

asagidaki ifadeler denktir:

() Her f € Agin My 01 (B pey5) Mo) = 10}

(i1) Secilenheray,..., @, € A ve en az biri sifirdan farkl1 x,, € M,, (1 <i < n)elemanlari
icin 37 | Xo, # 0.

(iii) Her sifirdan farklix € »),c4 M, igin, X = ), 4 X, Olacak sekilde yalnizca sonlu sayida

sifirdan farkl tek tiirlii belirli x, € M, elemanlar1 vardir.

Kanat.
(i) = (i) : a1,...,@, € A ve en az biri sifirdan farkh x,, € M,, (1 < i < n) elemanlarn
icin X7 X, = 0 olsun. Genelligi bozmadan kabul edelim ki x,, # O olsun. Fakat, x,, =
—Xg, =" — Xq, € My, N (@QGA\{QI} MC,) g = {0} oldugundan bu bir ¢eliskidir. Dolayistyla,

1 Xg; # 0 olmalidir.

(7i) = (iii) : X € Y qea My olsun. O zaman X = X,, + - - - +X,, Olacak sekilde oy, ...,a, € A ve
Xq; € My, (1 <i < n)elemanlan vardir. Eger x = yg, + - - - +yg, olacak sekilde g1, ...,8, € A
veyp; € Mg, (1 < j < m) elemanlari da varsa, 0 zaman X,, + -+ + X4, =¥, — "+ —Y¥p,, =0
olur. Burada, baz1 a;’ler ile §;’lerin birbirinden farkli olabilecegini dikkate alimiz. Fakat, (ii)
maddesi geregince bu durumdaki tim x,,; ve yg,; elemanlarinin sifir olmasi gerekir. Geri kalan
elemanlar ise @; = B; olacak sekilde x,, —yp; olarak gruplanabilir. Bunlar ise (ii) geregince sifir
olacagindan, (iii) maddesi saglanir.

(iiil) = (i) : B € Avex € Mgn (@aeA\{ﬁ} Ma) olsun. x € @aeA\{ﬂ} M,, oldugundan
Xp = X = X4ea\(p} Xe Olacak sekilde yalnizca sonlu sayida sifirdan farkli x, € M, elemanlart

vardir. x # 0 olmasu (iii) ile kabul edilen tek tiirlii yazim ilkesine aykir1 olacagindan, x = O olmak
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zorundadir.

Tamm 10.3
M bir R-modiil ve {M, | @ € A}, M’nin bir alt modiilllerinin bir ailesi olmak {izerine
M = @ M,
acA

olsun. x € M i¢in X = )} ,c4 X Olacak sekildeki tek tiirlii belirli en fazla sonlu tanesi sifirdan
farkli x, € M, elemanlarina x’in bilesenleri denir. Ozel olarak, x’in M 3°daki bilegenine x’in

[B-bileseni denir.

Teorem 10.4
M bir modiil ve A, B < M icin M = A @ B olsun. O zaman A = M /B ve B = M /A dir.

Kanat.

Okuyucuya birakilmistir. ®\

Teorem 10.5

f : M — N bir modiil homomorfizmasi olsun.

(1) Eger g o f = 1) olacak sekilde bir g : N — M homomorfizmas1 varsa, 0 zaman
N =Im(f) ® ker(g) ve M = Im( f) dir.

(i) Eger f o h = 1y olacak sekilde bir » : N — M homomorfizmas1 varsa, 0 zaman
M =TIm(h) ® ker(f) ve N = Im(h) dir.

Kanat.

(i) g o f = 1) oldugundan f bir monomorfizma ve g bir epimorfizmadir. O zaman f : M —
Im( f) bir izomorfizma oldugundan M = Im( f) dir. Hery € Niciny = [y— f(g(y))] + f(g(y))
vey—f(g(y)) € ker(g) oldugundan N = Im( f)+ker(g) dir. Egery € Im( f)Nker(g)isey = f(x)
olacak sekilde x € M vardir. Fakat, 0 = g(y) = g(f(x)) = x oldugundany = f(x) = f(0) =0
olur. Dolayisiyla, Im( f) N ker(g) = O dir.

(i1) Benzer sekilde gosterilir.
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Teorem 10.6

R bir halka ve f : M — F bir R-modiil epimorfizmasi olsun. Eger F serbest bir R-modiil
ise, 0 zaman fnin bir sag tersi vardir. Bagka bir deyisle, M = ker(f) & X olacak sekilde bir
X < M alt modiilii vardir ve X = F’dir.

Kanut.

F’nin bir tabam1 B olsun. f’nin bir sag tersi g : ' — M doniisiimiinii tamimlayalim. f orten

oldugundan, her b € 8 i¢in f(m;) = b esitligini saglayan en az bir m;, € M elemani vardir. O
zaman

g F — M
Zn:rl-bi — Zn:rl-mbi

i=1 i=1

doniisiimii f’nin bir sag tersi olur. Boylece, Teorem 10.5 geregince M = ker(f) @ Im(g) ve
Im(g) = F olur.

Teorem 10.7

R bir halka, M bir R-modiil ve {H, | @ € A}, M’nin alt modiillerinin bir ailesi olmak
tizere M = P, Ho Olsun. B € A igin her x € M elemanini, X’in B-bilesenine gotiiren
mg : M — Hpg, X — Xg doniigiimii bir modiil epimorfizmasidir. Ayrica her «; € A igin

lo; : Hy; — M dogal gobmme doniisiimii bir modiil monomorfizmasidir ve
(i) ker(ma,) = B gen (o) Her
(i1) mgoig = la,,

(iii) my ot =0, # B

ozellikleri saglanir.

Ek olarak, A = {a,...,a,} ise 0 zaman
(iv) 1y = X7 te; © T

olur.

Kanat.

(i) x € ker(my,) ise X’in @;-bileseni x,, = 0 dir. O zaman x € @we A\fa;} H, olur. Tersine,
X € @QGA\{%}HQ ise X’in q;-bileseni x,, = 0 dir. O zaman m,,(X) = X,;, = 0 oldugundan
X € ker(m,,) olur. Boylece (i) elde edilir.
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(i) x € Hg icin ng(1(x)) = mp(x) = x olacagindan istenen sonug elde edilir.
(iii) @ # B ve x € Hp i¢in 7, (15(X)) = my(X) = 0 olacagindan istenen sonug elde edilir.
(iv)x € M igin x = 3| X,, olacak sekildeki tek tiirlii belirli x,, € H,, elemanlar1 i¢in

(i la; © ﬂa,-) (x) = i La,-(ﬂ'a/i(x)) = i La,-(xa,-) = ixa’i =X

i=1 i=1 i=1 i=1

elde edilir. Boylece (iv) de elde edilir.

11 Serbest Modiillerin Ranki

Asagidaki teorem serbest modiillerin rankinin tanimai i¢in gerekli zemini hazirlar.

Teorem 11.1

R bir halka ve F bir serbest R-modiil olsun. Eger F”’nin iki taban1 B ve B; ise, |B;| = |B,| dir.
Ayrica F’nin herhangi bir lirete¢ kiimesinin kardinalitesi en az F’nin tabaninin kardinalitesi
kadardir.

Kanat.

M, R’nin bir maksimal ideali olsun. O zaman k = R/ M bir cisim ve F = F/ MF bir k-vektor
uzayidir. (Nedenini diisiiniiniiz. ®\) Oncelikle gosterelim ki F°nin herhangi bir B tabani igin

MF = {Zk: m,'b,'
i=1

dir. Esitligin sag tarafina Y diyelim. ¥ € MF oldugu aciktir. Simdi x € MF olsun. O zaman

m; EM,bl‘ EB}

x = mf; + - -+ + mf; olacak sekilde m; € M ve f; € F elemanlari vardir. Ayricaher 1 <i < k
icin f; = r;1b;1 + - - - + rip; b, olacak sekilde r;; € R ve b;; € B elemanlan vardir. Buna gore

n ng max(n;) [ k
X=m Zrljblj + -+ my Zrkjbkj = Z Zmirij b,'j
J=1 j=1 j=1 \i=l
~—_———
6\
M

oldugundan x € Y elde edilir. Dolayisiyla MF =Y oldugu gosterilmis olur.

Simdi her b € Bicinb ¢ MF oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki birb € Bicinb € MF
olsun. O zaman yukaridaki esitlikten b = Zle m;b; olacak sekilde m; € M ve b; € B elemanlari
vardir. 8 bir taban oldugundan b’nin 8 {izerindeki tek tiirli yazzmi b = 1-b+0+---+0
seklindedir. Fakat bu durumda 1 € M olur ki bu da M’nin maksimal ideal olmasi ile ¢elisir.
Dolayisiyla, her b € B icin b ¢ MF dir. Ozel olarak MF # F’dir.
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Fuzaylmn
B={b+ MF|be B}

alt kiimesini diisiinelim. 8 kiimesinin, F uzayin bir tabani oldugunu gésterelim. Oncelikle 8
kiimesinin F’yi iirettigini gosterelim. Her x+ M F € Ficinx € F oldugundanx = r b +- - -+r;by;

olacak sekilde r; € R ve b; € B elemanlar1 vardir. O zaman
X+ MF = (riby+---+ribg) + MF = (ri + M)(by + MF) +--- + (riy + M) (b + MF)

oldugundan B kiimesi F’yi iiretir. Simdi B kiimesinin Fde lineer bagimsiz oldugunu gosterelim.
bi+MF,....b,+ MFeBver +M,...,r, + M € kicin

(ri + M)(by + MF) + -+ + (ry, + M)(b, + MF) = MF

olsun. O zaman riby + - - - + r,b, € MF oldugundan riby + --- + ryb, = mb| +--- + mb}
olacak sekilde m; € M ve b € B elemanlari vardir. 8 bir taban oldugundan bu durumda n = k,
b; = b} ve r; = m; € M olur. Dolayisiyla, her 1 < i < nigin r; + M = M olur. Boylece B8
kiimesinin F’de lineer bagimsiz oldugu gosterilmis olur.

Sonug olarak, B kiimesi F~nin bir tabandir. O zaman |8| = dimy (F) dir. Ayrica, B kiimesinin
B kiimesi ile birebir eslestigi de aciktir. Dolayisiyla, |8| = |8| = dim(F) olur. Bu durumda,
F’nin herhangi bir tabaninin kardinalitesi dimy (F)’ye esit olur.

F’nin herhangi bir iiretec kiimesinin F icindeki goriintiisiiniin F’yi iirettigini yukaridaki
gibi tekniklerle gosterebiliriz. O zaman, F nin herhangi bir iirete¢ kiimesinin kardinalitesi en az
dimy (F) dir. Dolayisiyla, F’nin herhangi bir iirete¢ kiimesinin kardinalitesi en az F’nin tabaninin
kardinalitesi kadardir. Boylece kanit tamamlanmisg olur.

Tanmim 11.2: Rank

F bir serbest R-modiil olsun. F’nin herhangi bir tabaninin kardinalitesine F’nin rank: denir
ve rank (F) ile gosterilir.

Ornek :
R bir halka ve 8B bos olmayan bir kiime olsun. RZ, 8 kiimesinden R’ye tanimli tiim fonksiyonlarin
kiimesini gostersin. f,g € R%icin (f+g) : B — Rve (r- f) : B — R fonksiyonlarini sirasiyla

(f +8) () = f(x) +g(x),
(r-f)x)=r-f(x)

seklinde tanimlayalim. Bu islemler R® kiimesine bir R-modiil yapisi kazandirir. f € R? ise

Dest f = B\ 7' ({0}) = {x € B| f(x) # 0}
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kiimesine f’nin destegi denir. Destegi sonlu olan R%’nin bir elemanina sonlu destekli bir elemani
denir. R%’nin sonlu destekli tiim elemanlarimin kiimesini R‘®) ile gosterelim. O zaman R®),
R%’nin bir alt modiiliidiir. Ote yandan R®) bir serbest R-modiildiir ve {6, | x € B} kiimesi
R®)’nin bir tabanidir. Burada, & v : B — R fonksiyonu

I, y=x
5)6()’) =
0, y#x

seklinde tanimlidir. Bunu gérmek icin bir f € R®) elemam alalim. O zaman f’nin destegi sonlu
oldugundan, Dest f = {x1,...,x,} seklinde yazilabilir. Her 1 <i < niciny; = f(x;) € R olsun.
O zaman f = y;0y, + -+ y,0,, olur ve bu yazim her f € R®) icin tek tiirliidiir. Boylece R'®),
bir tabami {8, | x € B} kiimesi olan bir serbest R-modiil olur. Bu durumda, R‘®)’nin ranki da

|B| olur. Ayrica, R™®)’nin herhangi bir iirete¢ kiimesinin kardinalitesi en az |8 dir.

Sonuc¢ 11.3

R bir (degismeli) halka olsun. F' bir serbest R-modiil olsun. O zaman | X| = rank(F') olacak
sekildeki her X kiimesi icin F = R™X) olur. Ote yandan X ve Y kiimeleri icin R*X) = R(Y)
ancak ve ancak, |X| = |Y|’dir.
Kanat.
F’nin bir taban1 B olsun. Buna gore
RY — F

[ o= Zaex fx)x

doniistimii bir modiil izomorfizmasidir.

RX) = RM) jse rank(RX)) = rank(R™) oldugundan |X| = |Y| olur. Tersine, |X| = |Y]| ise
R ve R nin her ikisi de serbest modiiller olup yukaridaki paragrafta kanitlanan sonugtan
dolayr RX) = R() olur.

Sonug¢ 11.4

R bir (degismeli) halka olsun. R tizerideki herhangi iki serbest modiil F; ve F; i¢in Fy = F>
ancak ve ancak, rank(F7) = rank(F>,)’dir.

Kanat.

F) ve F>’nin sirasiyla 8 ve 8, tabanlari olsun. O zaman |8;| = rank(F}) ve |8;| = rank(F;)
dir. Eger F| = F; ise rank(F)) = rank(F;) olur. Tersine, rank(F;) = rank(F;) ise |B| = |B]



22 Modiiller

olur. Dolayisiyla, F; = R(B) = R(5) = F, olur.

Teorem 11.5
R bir tamlik bolgesi ve F bir serbest R-modiil olsun. O zaman F’deki her lineer bagimsiz

kiimenin kardinalitesi en fazla rank(F')’dir.

Kanat.

k = rank(F) olsun. O zaman F = R™ olur. Dolayisiyla, teoremi gostermek icin R¥)’daki her
lineer bagimsiz kiimenin kardinalitesinin en fazla « oldugunu gostermek yeterlidir. S kiimesi
R™®)da bir lineer bagimsiz kiime olsun. Q, R’nin bir kesirler cismi olmak {izere 0" bir Q-
uzayidir ve R ¢ QW yazilabili. S € QW ve S, Q cismi iizerinde de lineer bagimsizdir.
(Nedenini diisiiniiniiz. @\) Buna gore |S| < dimg (Q(K)) olur. Fakat, Q®), bir tabam {8; | i < «}

olan bir serbest Q-modiil ve dimg (Q(")) = ranky (Q(K)) = k oldugundan |S| < « elde edilir.

Teorem 11.6
R bir halka ise her R-modiil, serbest bir R-modiiliin homomorf goriintiisiidiir.
Kanat.

M bir R-modiil olsun. M nin bir iirete¢ kiimesi {m; | i € I} olsun. O zaman F = R) serbest
R-modiiliiniin {9; | i € I} tabanin1 kullanarak

f:F — M

(51' > m;

doniigiimiinii tantmlayalim. Bu doniigiim bir modiil epimorfizmasidir. Dolayisiyla; M, F’nin bir
homomorf goriintiisiidiir.



Modiiller 23

12 Noether Modiiller: Artan Zincir Kosulu, Maksimallik Pren-
sibi ve Alt Modiillerin Sonlu Uretilmisligi

(P, <) bir kismi sirali kiime olsun. #’nin bir artan zinciri (ascending chain) her 7, j dogal sayis1
icin, i < j ise a; < a; olacak sekildeki bir {a; | i € N} kiimesidir. Bir artan zinciri bazen

arar a3 =X

seklinde de ifade ederiz. Eger $’deki her artan zincir maksimum elemana sahipse, o zaman $’de
artan zincir kosulu (ascending chain condition) saglanir denir. Bir a; < a; < a3 <X --- artan
zinciri verildiginde, bu zincirin maksimum elemani a,, ise, her i dogal sayisi1 i¢in a, = a,4; olur.
Bu durumda a; < ap < a3 < --- zinciri duruyor (stationary) denir. Buna gore $’de artan zincir

kosulunun saglanmasi, $’deki her artan zincirin durmasi ile de tanimlanabilir.

Teorem 12.1

(P, %) bir kismi sirali kiime olsun. Asagidaki ifadeler denktir:
(i) #’de artan zincir kosulu saglanir.

(i) #’nin bostan farkli her alt kiimesi bir maksimal elemana sahiptir.

Kanit.

(i) = (ii) : A C P bostan farkli bir kiime olsun. A’nin bir maksimal elemani olmadigin
varsayalim ve A’dan bir a; € A elemam secelim. a; maksimal olmadigindan, a; < a; olacak
sekilde bir a; € A vardir. (Burada, a < b ifadesi a < b ve a # b anlamindadir.) Benzer sekilde,
a; maksimal olmadigindan, a; < a3 olacak sekilde bir a3 € A vardir. Bu islemi sonsuza kadar
stirdiirebiliriz ve boylece $’de durmayan bir artan zincir elde ederiz ki bu da (i) kabuliimiiz ile
celigir. Dolayistyla, A’nin bir maksimal elemani vardir.

(if) = (i) : £’de durmayan bir artan zincir oldugunu varsayalim. O zaman bu zincirin maksimal
elemani olamaz. (Bir zincir i¢in maksimal ve maksimum eleman kavramlar esittir.) Bu ise (ii)

kabuliimiiz ile celigir. Boylece, ’deki her artan zincir durur.

Yukaridaki teoremdeki (ii) kosuluna maksimallik prensibi (maximal principle) denir.

Tanim 12.2: Noether Modiili

Bir R-modiil M’nin alt modiillerinin (S(M), €) kismi sirali kiimesi artan zincir kosulunu
saglhyorsa, M’ye bir Noether modiilii denir. Eger R, kendisi lizerindeki standart modiil yapisi
ile bir Noether modiil olursa, R’ye bir Noether halkas: denir. Bagka bir deyisle, eger R’nin

ideallerinin kismi sirali kiimesi artan zincir kosulunu sagliyorsa, R bir Noether halkasidir.
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Ornek :
Z bir Noether halkasidir. Gergekten, Z’nin tiim idealleri nZ (n > 0) seklinde oldugundan, Z’nin

ideallerinin herhangi bir artan zinciri
mzZ CnyZ Cn3Z C ---

seklinde yazilabilir. Burada her bir »;’yi pozitif bir tam say1 olarak alabiliriz. Bu durumda,
ny > ny > n3 >ng > --- > 1 oldugundan, n;’ler eninde sonunda sabitlenir. Dolayisiyla, Z’nin
ideallerinin kismi sirali kiimesi artan zincir kosulunu saglar.
Genel olarak, her temel ideal halkasi Noether halkasidir. Gergekten, R’nin ideallerinin bir
artan zinciri
LchLhCclzC---

ise I = (J;2, I; bir idealdir ve R bir temel ideal halkas1 oldugundan, / = Ra olacak sekilde bir
a € R elemani vardir. O zaman a € I, olacak sekilde bir n dogal say1s1 vardir. Fakat, bu durumda,
I1Ccl,Clyy €Iy C--- Clolacagindan, I = I, = I,41 = I,,42 = --- olur. Boylece, R bir
Noether halkasidir.

Ote yandan, her cisim bir Noether halkasidir. Ger¢ekten, F bir cisim ise, F nin yalnizca
{0} ve F olmak iizere iki ideali vardir. Dolayisiyla, F’nin ideallerinin kismi sirali kiimesi artan
zincir kosulunu saglar. Daha genel olarak, sadece sonlu sayida ideali olan her halka bir Noether
halkasidir. (Ornegin, Z, bir Noether halkasidir.)

Teorem 12.3
R bir halka ve M bir R-modiil olsun. Asagidaki ifadeler denktir:

(i) M bir Noether modiiliidiir.
(i1) M’nin alt modiillerinin bostan farkli her ailesinin bir maksimal eleman1 vardir.

(ii1) M’nin alt modiillerinin her biri sonlu iiretilmisgtir.

Kanit.

(i) © (ii) denkligi Teorem 12.1°den elde edilir.

(if) = (iii) : Kabul edelim ki M’nin bir alt modiilii N sonlu iiretilmemis olsun. £, N’nin sonlu
tiretilmig alt modiillerinin tiimiiniin kiimesi olsun.  bostan farklidir c¢iinkii {0} € Q dir. (ii)
kabuliimiiz geregince, £2’nin bir maksimal eleman1 N; vardir. Ny sonlu iiretilmis oldugundan,
Ni # N olur. Buna gore x € N \ N; olacak sekilde bir x eleman1 vardir. O zaman N; + Rx alt
modiilii, N'nin N;’i iceren sonlu liretilmis bir alt modiiliidiir. Fakat Ny # N; + Rx oldugundan

bu durum Nj’in maksimal olmasi ile ¢elisir. Boylece, M nin her alt modiilii sonlu tretilmistir.
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(iif) = (i) : M’nin alt modiillerinden olusan bir artan zincir
Ny €Ny CN3C---

olsun. O zaman N = (J:2, N; bir alt modiildiir ve (iii) kabuliimiiz geregince N sonlu iiretilmistir.
O zaman N = Rm| + Rmy + - - - + Rmy olacak sekildeki m; € N elemanlari vardir. Her 1 < j < k
icinm; € Ny, olacak sekilde bir n; dogal sayis1 vardir. n = max{ny, ny, . .., ni} alahm. O zaman
her 1 < j < ki¢inm; € N, olur. Dolayisiyla

N=Rmi+Rmy+---+Rmpy CN,CN

elde edilir. Boylece, N = N,, olur ve artan zincir durmus olur.

Ornek :
R bir temel ideal bolgesi (TIiB) ise, R bir Noether halkasidir. Gergekten, R’nin her ideali bir tek

eleman tarafindan tretilebildiginden Teorem 12.3’in (iii) kosulu saglanir ve dolayisiyla R bir
Noether halkasidir.

Teorem 12.4
Eger R bir Noether halkasi ise, R[x] polinom halkas1 da bir Noether halkasidir.

Kanat.

R[x]’nin bir idealini J alalim. J nin sonlu iiretilmis oldugunu gosterecegiz. Sifir ideali sonlu
tiretilmis oldugundan J # 0 oldugunu kabul edebiliriz. J, 7 deki sifirdan farkli polinomlarin
bas katsayilarina O ilave edilmesiyle elde edilen kiime olsun. O zaman J, R’nin bir idealidir.
(Gosteriniz. @\) R bir Noether halkas1 oldugundan, J sonlu tiretilmistir. O zaman, / = Ra; +
-+ + Ray olacak sekilde sifirdan farkli ay,...,a; € J elemanlar1 vardir. Her 1 < i < k igin,
Jdeki bas katsayisi a; olan en az bir polinom secelim ve bu polinomlara sirasiyla fi, ..., fx
diyelim. Dikkat edilirse fi, ..., fx polinomlarinin derecelerini esit kabul edebiliriz. Bu derece ¢
olsun. Simdji, her 0 <i <t — 1 i¢in, J;, J’deki derecesi i olan polinomlarin bas katsayilarina Og
ilave edilmesiyle elde edilen kiime olsun. O zaman J;, R’nin bir idealidir. (GGOsteriniz. Q) R
bir Noether halkas1 oldugundan, J; sonlu iiretilmistir. O zaman, J; = Rb;1 + Rbjp + -+ - + Rbyy,
olacak sekilde sifirdan farkli b;1, bj2, . . ., bi,, € J; elemanlar1 vardir. Her 1 < j < n; i¢in, J deki
bag katsayis1 b;; olan bir polinom secelim ve bu polinomlara sirasiyla g;; diyelim. Simdi, J ’nin
fi,..., fi ve tiim g;; polinomlan tarafindan iiretildigini gosterelim. R[x]’in fi,..., fi ve tiim
gij polinomlar tarafindan iiretilen ideali H olsun. H C J oldugu agiktir. Tersine J’den bir
f # 0 polinomu alalim. n = der(f) olsun. n iizerine tiimevarim uygulayacagiz. n = 0 ise f sabit
polinomudur ve bag katsayisi f oldugundan f € Jy dir. O zaman, f’yi go; polinomlarinin bir

kombinasyonu olarak yazabiliriz; boylece, f € H olur. n > 0 ve J ’nin, derecesi n’den kii¢iik
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olan her polinomu H i¢inde olsun.

f’nin bas katsayis1 a olsun. n < t ise g = ), rg,; polinomunun bagkatsayis1 a olacak sekilde
r;j € R elemanlari vardir. n > rise g = ) r; fix"~' polinomunun bagkatsayisi a olacak sekilde r; €
R elemanlar: vardir. Her iki durumda da f — g polinomunun derecesi n’den kiigiiktiir. O zaman,
tiimevarim varsayimimiz geregince f —g € Holur. g € H C J oldugundan f = f —g+g€ H
olur. Boylece, J C H da gosterilmis olur ve J = H elde edilir. Boylece, 7 sonlu liretilmistir.
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