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Bu boliimde, sonlu boyutlu vektor uzaylari iize-
rindeki lineer operatorlerin yapisi derinleme-
sine incelenecektir. Bir 6nceki boliimde gelisti-
rilen Temel Ideal Bolgeleri (TIB) iizerindeki
Modiiller teorisi, burada F[x] halkasi iizerin-
den bir modiil olarak ele alinan vektor uzayla-
rina uygulanacaktir. Bu yaklasim, lineer cebirin
en derin sonuclarindan olan Rasyonel Kanonik
Form ve Jordan Kanonik Formu’nun varligini
ve tekligini garanti eden degismez carpanlar ve
elemanter bolenler kavramlarin1 dogal bir se-

kilde ortaya ¢ikarir.



Bir Lineer Operatoriin Yapist

1 Modiil Olarak Vektor Uzay:: V;

V, bir F cismi iizerinde sonlu boyutlu bir vektdr uzayr ve 7 € L(V) bir lineer operator olsun. V
tizerindeki standart yapi, skalerlerin IF cisminden gelmesiyle olusur. Ancak 7 operatoriinii kullanarak
skalerler halkasini F[x] polinom halkasina genisletebiliriz. Bunun i¢in oncelikle 7 operatoriiniin

kuvvetlerinin lineer kombinasyonlarinin yine lineer operatorler olusturdugunu hatirlayalim:
Her v € V i¢in (apt"+an_1 7" 4 art+aoly) (V) = ap- 7" (V) +an_1- 7" (V) +- - +ay-T(V)+agv.

Eger p(x) = a,x" + a,1x"' + --- + a1x + ag denirse bu operatorii p(7) seklinde gosterebiliriz.
Asagidaki tanimda V iizerinde bir F[x]-etkisi tanimlanmustir.

Tamm 1.1
Herhangi bir p(x) € F[x] polinomu ve v € V vektorii i¢in p(x)’in v lizerine etkisi su sekilde
tanimlanir:

p(x)-v:=p(7)(V)

Burada p(7), polinomda x yerine 7 operatoriiniin yazilmasiyla elde edilen operatordiir.

Yukaridaki tanimda verilen iglem V’yi bir F[x]-modiilii yapar. Bu yapiya 7 ile iligkili modiil
denir ve V; ile gosterilir. F[x] bir TIB oldugundan, TiB iizerindeki sonlu iiretilmis modiiller icin
gecerli olan tiim teoremler V- icin de gegerlidir. Lineer operatorlerin yapisini ortaya ¢ikarmak icin
bu ana fikri kullanacagiz.

Sonlu boyutlu vektor uzaylar iizerindeki lineer operatorlerin yapisinin incelendigi bu boliim
boyunca, aksi belirtilmedik¢e V bir F cismi iizerinde sonlu boyutlu vektor uzayi, T € L(V)

bir lineer operator ve V; de 7 ile iligkili F[x]-modiilii olacaktir.

2 Sifirlayanlar ve Minimal Polinom

Bir modiil elemaninin (veya tiim modiiliin) sifirlayani, lineer cebirdeki minimal polinom kavramiyla

Ortusur.

Tanim 2.1: Sifirlayan (Annihilator) ve Minimal Polinom

(1) Bir v € V vektoriiniin sifirlayan1 (mertebesi), (*v) = {p(x) € F[x] | p(7)(v) = 0}
idealini tireten monik polinomdur. Buna v’nin 7-minimal polinomu denir ve py -(x)

ile gostertilir.
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(2) Tiim V uzaymin sifirlayani ise (*V) = {p(x) € F[x] | Vv € V, p(7)(v) = 0} idealini
tireten monik polinomdur. Buna operatoriin minimal polinomu denir ve m.(x) ile

gosterilir.

3 Devirli Ayrisim ve Eslik Matrisleri

TIB iizerindeki modiiller teorisinden biliyoruz ki, sonlu iiretilmis her modiil, devirli alt modiillerin
direkt toplami olarak yazilabilir. Lineer cebirde bu, uzayin r-devirli (cyclic) alt uzaylara ayrigmasi
anlamina gelir.

Tamm 3.1: 7-Devirli Alt Uzay

Bir v € V i¢in, Z(v; 7) ile gosterilen 7-devirli alt uzay, v tarafindan iiretilen F|x]-alt modii-
lidiir:

Z(v; 1) = span{v, 7(v), 2(v),...}

Eger Z(v; 1) nun boyutu k ise, 8 = {v, 7(v), ..., 71 (v)} bu alt uzay icin bir bazdur.
Bu 6zel bazda operatoriin matris temsili ¢ok spesifik bir forma sahiptir.

Tanim 3.2: Eslik Matrisi (Companion Matrix)

Monik bir p(x) = x* + ar_ix* '+ -+ a1x + ag polinomu verilsin. Bu polinoma karsilik
gelen eslik matrisi C(p(x)) su sekildedir:

[0 0 ... 0 —ap |

1 0 ... 0 —aj
Clp(x))=(0 1 ... 0 -a

_0 0o ... 1 —Af—1|

Teorem 3.3

V lizerindeki 7 lineer operatoriiniin v € V i¢in olusturdugu 7-devirli alt uzay Z(v;7) nun
minimal polinomu uy.(x) = p(x) ise, B = {v,7(v),..., 7% (v)} bazinda 7’nun matris
temsili eslik matrisi C(p(x))’dir:

[7]s = C(p(x))
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Kanit.

T operatoriiniin v lizerindeki etkisini baz elemanlari cinsinden inceleyelim:
_ 1
T(v) =7(v)

7(1(v)) = 7(v)

k-2 k-1
(V) =T (V)
Son olarak, minimal polinomun tanimindan dolay1,
k-1 k - -
t(7*'(v) = (V) =~ TNV — a2t TP (V) - —arT(v) —agy
Bu ifadeler, 7 operatoriiniin 8 bazindaki matris temsili icin gerekli siitunlar1 verir. Bu siitunlar

birlestirildiginde, eslik matrisi C(p(x)) elde edilir.

4 Rasyonel Kanonik Form ve Degismez Carpanlar

Simdi TIB iizerindeki modiiller igin Yap: Teoremi’ni (Boliim 6, Teorem 6.X) uygulayarak lineer
operatorler icin en genel formu elde edelim.

Teorem 4.1: Rasyonel Kanonik Form (Degismez Carpanlar)

Sonlu boyutlu V' uzayi lizerindeki her 7 lineer operatorii i¢in, V uzay1 7-devirli alt uzaylarin
direkt toplami olarak yazilabilir:

V=Z(vi;1)®Z(vp;7)®--- D Z(V;;7)

Burada her bir alt uzaym minimal polinomu d;(x) = uy,(x) olmak iizere, bu polinomlar
(Degismez Carpanlar) su sartlar1 saglar:

1. Her d;(x) moniktir.
2. di(x) | da(x) | --- | dr(x). (BOliinebilme sart1).
3. d,(x) = m(x) (Operatoriin minimal polinomu).
4. T1;_, di(x) = c(x) (Karakteristik polinom).
Bu baza gore 7' nun matrisi blok kdsegeneldir ve Rasyonel Kanonik Form adin alir:

[T]s = diag(C(d1),C(da), ..., C(d;))
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Kanat.

V; sonlu iiretilmis bir burulmali (torsion) F[x]-modiiliidiir. TIB iizerindeki modiillerin yap1
teoremi geregi, Vr = F[x]/{d;)®---®F|[x]/{d,) seklinde bir izomorfizma vardirve d; | - - - | d,
saglanir. Her bir F[x]/(d;) bileseni, d;(x) minimal polinomuna sahip devirli bir alt uzaya karsilik
gelir. Bu alt uzaylarin her biri i¢in uygun bir devirli baz secildiginde, o bloktaki matris temsili
d;(x)’in eslik matrisi C(d;) olur.

Not.
Rasyonel Kanonik Form, cisimden bagimsizdir. Yani F cismini genisletseniz bile (6rnegin R’den
C’ye gegseniz), degismez carpanlar ve dolayisiyla rasyonel form degismez. Bu, formun "rasyonel"

(hesaplanabilir) dogasindan gelir.

Ornek: Degismez Carpanlarin Bulunmasi

F = Q olsun. 4 x4 boyutlu bir A matrisinin minimal polinomu m4(x) = (x—1)(x?+1) olsun.
Karakteristik polinom ise c4(x) = (x — 1)2(x* + 1) olsun. Degismez carpanlar (dy, . .., d,)
bulalim. Sartlar:

o d, =myu(x) = (x =1 (x%>+1).
® dl . -dr = CA(X).
e di | diy1.

d, en biiyiik olandir. Geriye kalan ¢arpan ;—‘; = x — 1. Bu carpan d,_; olmalidir. Kontrol
edelim: (x — 1) boler mi (x — 1)(x% + 1)? Evet. O halde degismez carpanlar:

dix)=x-1, db(x)=@x-DE*+1)=x>-x>+x-1

Rasyonel Kanonik Form:

- O

Cx-1) 0
R = =
0 CxX3-x*+x-1)

o o O =
o = O O
- o O O
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5 Elemanter Bolenler ve Jordan Kanonik Formu

Degismez carpanlar (d;) yerine, bunlar1 asal carpanlarinin kuvvetlerine ayirarak da modiilii parca-
layabiliriz. Bu parcalara Elemanter Bolenler denir.

Teorem 5.1: Asal Ayrisim Teoremi (Elemanter Bolenler)

V: modiilii, m;(x) = p1(x)¢ - pr(x) minimal polinomunun asal ¢arpanlarina gore asal
(primary) alt modiillerin direkt toplami olarak yazilabilir:

V=V, @V, & -0V,

Burada her V), = ker( pi(1)N) seklindedir (yeterince biiyiik N icin). Daha sonra her bir V),
kendi i¢inde devirli alt modiillere ayrilir. Ortaya ¢ikan tiim devirli alt modiillerin minimal
polinomlar1 {g(x), ..., gs(x)} kiimesine V; nun elemanter bolenleri denir. Her elemanter
bolen g (x), bir asal polinomun kuvvetidir: p(x)k,

Eger F cismi cebirsel kapaliysa (6rnegin F = C) veya polinomlar lineer ¢arpanlara ayrilabiliyorsa
(p(x) = x — 1), o zaman elemanter bélenler (x — 1)* formundadir. Bu durum Jordan Kanonik

Formu’nu dogurur.

Tanim 5.2: Jordan Blogu ve Jordan Formu

Elemanter bolen (x — 2)* ise, buna karsilik gelen eslik matrisi yerine, daha basit olan Jordan
Blogu J; (1) tercih edilir:

A1 0 0

0 2 1 0
Ji(1) = :

0O 0 . A 1

00 0 a

Bir operatoriin matrisi, kosegeninde Jordan bloklar1 olacak sekilde yazilabiliyorsa buna Jor-
dan Kanonik Formu denir.

Ornek: Elemanter Bolenlerden Jordan Forma

Bir operatoriin degismez carpanlar d; (x) = (x — 2), da(x) = (x — 2)(x — 3)? olsun.

1. Elemanter Bolenleri Bulma: Degismez carpanlari asal kuvvetlere ayiralim.
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* d| = (x — 2) — Elemanter bolen: (x — 2)
e dy = (x — 2)(x — 3)?> — Elemanter bolenler: (x — 2) ve (x — 3)?
Elemanter Bolenler Listesi: {(x — 2), (x — 2), (x — 3)?}
2. Jordan Formu Yazma: Her elemanter bolen bir Jordan bloguna karsilik gelir.
* (x-2) - i1(2) = [2]

* (x-2) = Ji1(2) = [2]

c (x=3)2 > 1503 = [(3) ;]

Matris:

S O NN O
S W o O
w —-= O O

Not.

Degismez Carpanlar vs. Elemanter Bolenler

* Degismez Carpanlar (d;): Biiylik bloklar verir. d; | d;4+; sart1 vardir. Carpimlar: karakte-
ristik polinomu verir. Rasyonel Kanonik Formu olusturur.

* Elemanter Bolenler (g;): d;’lerin parcalanmig halidir. Asal polinomlarin kuvvetleridir
(p(x)%). Jordan Kanonik Formu (cisim uygunsa) olusturur.
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