BOLUM 1

OZDEGERLER VE OZVEKTORLER

Temel Tanimlar: Ozdeger, Oz-

vektor ve Spektrum . . . .. ..

Karakteristik Polinom . . . . . .
Geometrik ve Cebirsel Katlilik .
Kosegenlestirilebilirlik (Diago-

nalizability) . . ... ... ...

Minimal Polinom ve Kosegen-

lestirme

Ozizdiisiimler ve Spektral Co-

zilim

Buboliimde, lineer operatorlerin en temel degis-
mezleri olan 0zdegerler ve 6zvektorler incele-
necektir. Bir operatoriin "kosegenlestirilebilir"
olup olmadigin1 belirleyen geometrik ve cebirsel
katlilik kavramlari ele alinacak, ardindan spekt-
ral ¢oziiliim ve 6zizdilistimler (eigenprojections)
aracilifiyla operatorlerin spektral teorisi kuru-

lacaktir.



Ozdegerler ve Ozvektorler

1 Temel Tanmmlar: Ozdeger, Ozvektor ve Spektrum

V, F cismi lizerinde sonlu boyutlu bir vektor uzayi1 ve 7 € L(V) bir lineer operator olsun. Opera-
torlerin yapisin1 anlamanin en iyi yollarindan biri, operatdriin bir skaler ¢arpim gibi davrandig: alt

uzaylari (dogrular1) bulmaktir.

Tanm 1.1: Ozdeger ve Ozvektor

Bir A € F skaleri i¢in, eger 7(v) = Av olacak sekilde sifirdan farkli bir v € V vektorii varsa,
A’ya T’nun bir ozdegeri (eigenvalue), v'ye ise A Ozdegerine karsilik gelen bir ozvektorii
(eigenvector) denir.

7’nun tiim 6zdegerlerinin kiimesine 7’nun spektrumu denir ve o (7) veya Spec(7) ile gos-

terilir.

Her 6zdeger, uzayda operator altinda degismez kalan bir alt uzay tanimlar.

Tanmm 1.2: Ozuzay (Eigenspace)

A € o (1) olsun. A’ya karsilik gelen tiim 6zvektorlerin (ve 0 vektoriiniin) olusturdugu kiimeye

A’nin 6zuzayi denir ve V) veya E) ile gosterilir:

Vi = ker(t — Al)

7:R? = R?, 7(x,y) = (x,2y) operatoriinii diisiinelim.
» e; = (1,0) icin 7(e;) = (1,0) = 1 - e;. Ozdeger: 1| = 1.
* e =(0,1)icin 7(ez) = (0,2) = 2 - e5. Ozdeger: A, = 2.

Bu durumda o (1) = {1, 2} dir. V| x-ekseni, V; ise y-eksenidir.

2 Karakteristik Polinom

Ozdegerleri bulmanin en pratik yolu determinant kullanmaktr.
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Tanmim 2.1: Karakteristik Polinom

1 € L(V) operatoriiniin karakteristik polinomu ¢, (x) su sekilde tanimlanir:
cr(x) =det(xl — 1)

Eger A, T’nun bir matris temsili ise ¢ (x) = det(x/ — A) dur.

Teorem 2.2: Ozdegerler ve Karakteristik Polinom

A € F skalerinin 7’nun bir 6zdegeri olmasi icin gerek ve yeter sart, A’nin karakteristik

polinomun bir kokii olmasidir. Yani:

Aeo(rt) & c;(1)=0

Kanat.

A bir 6zdegerdir &= 3Iv # 0 oyle ki (1 — A)v =0 < (7 — Al) operatorii tekil (singular)
bir operatordiir (birebir degildir) & det(t — Al) = 0 < det(Al — ) = 0 (Boyut n ise
(=1)" farka vardir, sifir1 etkilemez) & c¢.(1) = 0.

3 Geometrik ve Cebirsel Kathhik

Bir 6zdegerin "biiyiikliigii" iki farkli sekilde ol¢iilebilir. Bu iki 6l¢iim arasindaki iligki, operatoriin

kosegenlestirilebilir olup olmadigini belirler.

Tanmim 3.1: Kathhiklar

A, T’nun bir 6zdegeri olsun.

1. Cebirsel Kathlik (1,): A’ nin, karakteristik polinom ¢ (x)’in bir kokii olarak katliligi-

dir. Yani (x — 2)#1, ¢, (x)’i bolen en biiyiik kuvvettir.

2. Geometrik Kathlik (y,): 2’ya karsilik gelen 6zuzayin boyutudur.

va = dim(V,) = dim(ker(t — A1))

Teorem 3.2: Kathlik Esitsizligi

Her 6zdeger A i¢in, geometrik katlilik cebirsel katlilig1 gecemez:

1 <y)<ua
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Kanit.

va = k olsun. Vy igin bir {vy, ..., v¢ } bazi secelim ve bunu V’nin bir bazi olan B’ye genisletelim.

Bu baza gore 7'nun matrisi su blok formdadir:

Al, B
A =
0 C

Karakteristik polinom: ¢;(x) = det(x/ — A) = det((x — )I;) - det(x] = C) = (x = D)¥ - cc(x).
Bu esitlik, (x —A)*’min ¢, (x)’i boldiigiinii gosterir. Dolayisiyla ¢, (x) i¢indeki (x — A) ¢arpaninin
toplam sayisi (u,), en az k (7y,) olmalidir.

4 Kosegenlestirilebilirlik (Diagonalizability)
Bir operatoriin "en basit" hali, matrisinin kosegen (diyagonal) oldugu durumdur.

Tamm 4.1: Kosegenlestirilebilirlik

Eger V uzayi, 7’ nun 6zvektorlerinden olusan bir baza sahipse, T operatoriine kosegenlestiri-

lebilir denir. Bu durumda, bu baza gore matris temsili kdsegen bir matristir.

Asagidaki teorem, kosegenlestirilebilirlik i¢cin en kullanigh kriterleri sunar.

Teorem 4.2: Kosegenlestirme Kriterleri

Asagidaki ifadeler denktir:
1. 7 kosegenlestirilebilir.

2. Karakteristik polinom ¢ (x), F tlizerinde lineer ¢arpanlarina ayrisir ve her 6zdeger icin
geometrik kathlik cebirsel kathhga esittir (y, = u,).

3. V, dzuzaylarin direkt toplamudir: V = 6B, o (1) V-

4. Ozuzaylarin boyutlar1 toplami1 uzayin boyutuna esittir: 3", dim(V,) = dim(V).

Kanat.

Buispati (1) = (2) = (3) = (4) = (1) dongiisiiyle yapacagiz.

(1) = (2): Varsayalim ki 7 kosegenlestirilebilir. O zaman V uzay: i¢in 7°nun 6zvek-
torlerinden olusan bir 8 = {vy,...,v,} bazt vardir. Bu baza gére 7’nun matrisi D kdsegen
matrisidir:

D = diag(4y,...,4,)
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Karakteristik polinom c(x) = det(x/ — D) = [];_, (x — ;) olur. Goriildiigii gibi c,(x) tamamen
lineer ¢arpanlara ayrigmustir.

Simdi belirli bir 6zdeger 1’1 ele alalim. 1 6zdegeri, kosegen ilizerindeki A;’lerden tam olarak
M, (cebirsel kathilik) tanesine esittir. Genelli§i bozmadan ilk k = p,, tanesinin Ay oldugunu
varsayalim. O zaman vy, .. ., v; vektorleri V,, 6zuzayindadir ve lineer bagimsizdir. Dolayisiyla
dim(V,,) > k = p,,. Daha 6nce (Teorem X) her zaman y,, < u,, oldugunu biliyorduk. O halde
YA, = Ma, olmak zorundadir.

(2) = (3): Varsayalim ki ¢, (x) = ]—Illle(x — A;)* seklinde ayrisiyor (burada A;’ler farkli
ozdegerler) ve her i icin dim(V,,) = ;. Farkli 6zdegerlere ait 6zvektorlerin lineer bagimsiz
oldugunu biliyoruz. Bu 6zellik, 6zuzaylarin toplaminin direkt toplam oldugunu gosterir (yani
Va, N 2z Va; = {0}). Boylece W = Vy, @ --- & V), alt uzayin olusturabiliriz. Bu alt uzayin
boyutu:

k k
dim(W) = ) dim(Vy) = > 7
i=1 i=1

Hipotez geregi y,, = p, oldugundan:

k
dim(W) = ) i, = deg(er(x)) = dim(V)

i=1

W, V’nin bir alt uzay1 ve boyutlari esit oldugundan W = V olmalidir. Yani V = &5, Vy.
(3) = (4): Bu adim trivialdir (asikardir). Eger V = V,, @ --- ® V,, ise, direkt toplamin

boyutu, bilesenlerin boyutlar1 toplamina esittir:

dim(V) = dim(Vy,) + - - - + dim(V,,) = Z dim(V))
Aea (1)

(4) = (1): Varsayalim ki Zl’.‘zl dim(V,,) = n = dim(V). Her bir V,, 6zuzay1 i¢in bir B;
taban1 segelim. Ozuzaylarin toplami her zaman direkt toplam oldugundan, bu tabanlarin birlesimi

B =By U---U By kiimesi lineer bagimsizdir. B kiimesindeki eleman sayisi:

k k

8= )18l = ) dim(Va) =n
i=1

i=1 i=

n boyutlu bir uzayda n tane lineer bagimsiz vektor bir taban olusturur. 8 kiimesi tamamen
ozvektorlerden olustugu icin, V uzay1 6zvektorlerden olusan bir tabana sahiptir. Bu da 7’nun
kosegenlestirilebilir oldugu anlamina gelir.

S Minimal Polinom ve Kosegenlestirme

Boliim 7°de gordiiglimiiz minimal polinom kavrami, kdsegenlestirme i¢in ¢ok zarif bir test saglar.
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Teorem 5.1: Minimal Polinom Testi

T operatoriiniin kosegenlestirilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart, minimal polinomu

mq(x)’in F lizerinde farkh (distinct) lineer ¢arpanlarin ¢carpimi olmasidir.

me(x) = (x —A)(x =) -+ (x =) (4 # 4;)

Kanat.

( = ) Gereklilik: Varsayalim ki 7 kosegenlestirilebilir. O halde Ay, ..., A; operatoriin farkli

ozdegerleri olmak lizere, V uzay1 6zuzaylarin direkt toplamidir:
V=VyeV,o -0V,
Su polinomu tanimlayalim:
px) =(x—-A)(x—22) - (x = )

Bu polinom, farkli lineer ¢arpanlarin ¢carpimidir. p(7)’nun V iizerindeki etkisine bakalim. Her-

hangibirve V,v=vy +---+ v (v; € V,,) seklinde yazilabilir. Her bir bilesen i¢in:
(T - /1,'1 )V,’ =0

oldugundan, p(7) operatorii icinde (7—A4;/) carpani bulundugu i¢in p(7)v; = 0 olur. Lineerlikten
dolayt p(t)v = 2 p(t)v; = 0 olur. Yani p(t) sifir operatoriidiir. Minimal polinomun tanimi
geregi m.(x), p(x)’i bolmelidir. Diger yandan, bir operatoriin minimal polinomunun kokleri tam
olarak onun 6zdegerleridir (Teorem X). Yani her (x — A;) carpani m.(x) i¢cinde bulunmalidir.
Sonug olarak m.(x) = p(x) olmak zorundadir.

(&) Yeterlilik: Varsayalim ki minimal polinom m.(x) = (x — A1) --- (x — Ay) seklinde
farkli lineer ¢carpanlarin ¢arpimi olsun. p;(x) = (x — A;) polinomlarini1 tanimlayalim. A;’ler farkli
oldugu i¢in bu polinomlar F[x] halkasinda ikiserli aralarinda asaldir. Asal Ayrisim Teoremi

(Primary Decomposition Theorem - Boliim 7) geregi:
V =ker(pi(7)) @ ker(p2(7)) @ - - - @ ker(pi (7))

Burada ker(p;(1)) = ker(t — A;I) tam olarak A; 6zdegerine karsilik gelen 6zuzaydir (V,,). O
halde:
V=WV eV, o -0V,

Uzay, 6zuzaylarin direkt toplami olarak yazilabildigi i¢in, Kosegenlestirme Kriterleri (Teorem

8.5) geregi 1 kosegenlestirilebilirdir.



Ozdegerler ve Ozvektorler

Not.

Bu testin en gii¢lii yani, 6zuzaylarin boyutlarini (geometrik katliliklart) hesaplamaya gerek birak-

mamasidir. Sadece minimal polinomun kare (veya daha yliksek kuvvetli) carpan igerip icermedi-
gine bakmak yeterlidir. Ornegin m (x) = (x—1)(x—2) ise matris kosegenlesir, amam (x) = (x—1)?

ise kosegenlesmez.

Ornek: Kosegenlestirme Testi

2

A= matrisini diiglinelim.

« Karakteristik polinom: ¢4 (x) = (x — 2)2. Ozdeger A = 2, cebirsel kathilik x = 2.

+ Minimal polinom: (x — 2) veya (x — 2)? olabilir. (A — 2I) # 0 oldugundan m4(x) =
(x —2)%.

e Analiz 1 (Kathhk): Geometrik katlilik dim(ker(A — 27)) = dim(span{(1,0)}) = 1.

1 < 2 oldugu icin kosegenlestirilemez.

+ Analiz 2 (Minimal Polinom): m 4 (x) = (x — 2)? tekrarh carpan icerdigi icin kdsegen-

lestirilemez.

6 Ozizdiisiimler ve Spektral Coziiliim

Eger T kosegenlestirilebilirse, uzay 6zuzaylarin direkt toplamudir: V =V, @ --- ®V,,. Bu durumda
her v € V, tek tiirlii olarak v = v; + - -+ + v; (v; € V),) seklinde yazilabilir. Bu ayrigim, 6zel bir

operator ailesini tanimlar.

Tamm 6.1: Ozizdiisiimler (Eigenprojections)

7 kosegenlestirilebilir olsun. Her i i¢in, V), lizerine V,; (j # i) uzaylar1 boyunca yapilan
izdiisiim operatoriine A;’ye karsilik gelen 6zizdiisiim denir ve P; ile gosterilir. Yani P;(v) =

V;.

Ozizdiisiimler su harika 6zellikleri saglar:
2 Fode iy

1. P; = P; (Izdiigiim ozelligi).

2. PiP; =0 (i # j i¢in, ortogonallik benzeri 6zellik).
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3. I =Py + Py + -+ P (Birim operatoriin ayrigimi).

4, V/li = 1m(P,) = ker(l - Pl)

Bu yap1 bize operatoriin kendisini izdiisiimler cinsinden ifade etme imkani1 verir. Buna Spektral
Coziiliim denir.

Teorem 6.2: Spektral Coziiliim (Spectral Resolution)

7 operatort, farkli 6zdegerleri Ay, . . ., Ax olan kosegenlestirilebilir bir operator olsun. P;’ler

ilgili 6zizdiistimler olmak iizere:
T=4P1+ APy + -+ A; P

Bu ifadeye 7’nun spektral ¢oziiliimii denir. Ayrica herhangi bir polinom f(x) (hatta uygun
analiz kogsullarinda fonksiyonlar) icin:

f(@) = f()P+ f(A2)Pr+ - + f(Ar) Pk

yazilabilir.

Kanit.

7 kosegenlestirilebilir oldugu icin, Késegenlestirme Kriterleri (Teorem 8.5) geregi V, 6zuzaylarin
direkt toplamudir:
V=WV eVi,oe- -V,

Bu demektir ki, herhangi bir v € V vektori, tek tiirlii olarak
V=V{+Vy+---+V

seklinde yazilabilir; burada her v; € V,, dir.
P; operatoriiniin tanim1 geregi, P;(v) = v; dir. (Yani P;, v’nin V), bilesenini secip alir,
digerlerini sifirlar).

1. Birimin Coziiliimii: Her v € V icin:
(P1+--+P)(V) =P (V)+--+Pr(V)=Vi+:--+V=V

oldugundan Py + - - - + Py = I dir.
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2. Spektral Coziiliim: Simdi 7’nun v iizerindeki etkisine bakalim:

(V) =7(Vi+ -+ Vi)
=71(vy) +---+7(vg) (7 lineer)
=1V + -+ A4vr  (v; € V), oldugundan 1v; = A4;v;)
=L Pi(V) 4+ 4 Pr(V) (Vi = Piv)
= (U P+ + LPr) (V)

Bu esitlik her v € V icin saglandigindan 7 = 41 Py + - - - + A3 P olur.
3. Polinomlar igin Genelleme: Once 7" kuvvetini diisiinelim. P;P ; = 0;;P; ozelligi (bunu
gostermek kolaydir: P;(v;) = 0 eger i # j) sayesinde:

7 = (Z/lipi)(z/ljpj) = Zﬂiﬂjpipj = Zflizng = Z/lfpl-
07 i ;

Tiimevarimla 7 = 3 A7 P; olur. Polinomlarin lineerligi sayesinde, herhangi bir f(x) = X a,x"

F@) =) ant" = Y an(Y AP) = 3 (Y and))Pi= ) F(A)P;

igin:

elde edilir.

Not.

Spektral ¢oziiliim, operatdr fonksiyonlarini hesaplamay1 son derece kolaylastirir. Ornegin bir
matrisin karekokiinii, iistel fonksiyonunu (e?) veya tersini hesaplamak icin sadece 6zdegerler

lizerinde islem yapmak yeterlidir; izdiisiim operatorleri (P;) sabit kalir.

Ornek: Spektral Coziiliim Hesabi

A = 0 4 olsun. Ozdegerler: 1, = 3,1, = 4. Ozizdiisiimler, Lagrange interpolasyon

polinomlar1 kullanilarak veya dogrudan bulunabilir. Kdsegen matris oldugu icin ¢ok agiktir:

10 00
s Pr=

00 01

30
= A. Aynica A'%0 = 3100p, 4 410p,
0 4 Y

P =

30 00
Kontrol edelim: 3P +4P, = + =
00 0 4

islemini yapmak ¢ok kolaylasir.
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Not.

Spektral ¢oziiliim, operatorii basit yapitaslarina (skaler X izdiistim) ayirir. Bu, kuantum mekani-

gindeki Ol¢iim teorisinden sinyal islemeye kadar bir¢ok alanda temel tegkil eder.

Operator Fonksiyonlar: ve Spektral Coziiliumiin Giici

Spektral ¢oziiliim teoremi (r = ) A;P;), sadece polinomlar icin degil, analitik (Taylor serisi ile
ifade edilebilen) fonksiyonlar i¢in de genellestirilebilir. Bu, karmagik matris islemlerini basit skaler

islemlere doniistiiriir.

Mantiksal Temel
Bir f(x) fonksiyonunun (6rnegin e*, sin(x), y/x) Taylor serisine agildigini diigiinelim:
fx) = Z apx"
n=0

Bu fonksiyonu bir A matrisine uygulamak demek, x yerine A yazmak demektir:

(o)

F(A) =) anA”

n=0
Eger A’nin spektral ¢oziillimii A = APy + - - - + Ax Pk ise, projeksiyonlarin P;’ =P;ve PiP; =0
(i # j) ozelliklerinden dolay1 A’nin kuvvetleri ¢ok basitlesir:

A" = (1P +"'+/1kPk)n:/l’11P1 +...+/12Pk
Bu ifadeyi f(A) serisinde yerine koyarsak:

00 k k ) k
NOESWHOWAIIEDY (Z anay) Pi= " f(A)P;
i=1 i=1

n=0 i=1 \n=0
sonucuna ulasiriz. Ozetle: f(A)’y1 bulmak icin matrisin tamamiyla ugrasmak yerine, sadece 6zde-

gerlerine f fonksiyonunu uygulamak ve sabit kalan P; matrisleriyle ¢carpmak yeterlidir.

Ornek: Matris Usteli (¢#)

Matris tisteli, diferansiyel denklem sistemlerinin ¢oziimiinde hayati bir rol oynar ve tanimi soyledir:

N 2 A3 1

_ _ n

e _I+A+—2! +—3! +...= Eo—n!A
n=

Spektral ¢oziiliim teknigi ile bu sonsuz toplam1 hesaplamak su basit formiile indirgenir:

e = eV P 4¢Py 4+ Py ‘
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Somut Hesaplama Ornegi

4 -2
A=
1
Adim 1: Ozdegerleri Bulma Karakteristik polinom: c 4 (x) = det(A —xI) = (4—x)(1 —x) —
(=2)(1) =x*> = 5x + 6 = (x — 2)(x — 3). Ozdegerler: 1; = 2,1, = 3.

Adim 2: Ozizdiisiimleri (Spektral Projeksiyonlar1) Bulma Farkl1 6zdegerler oldugu igin

matrisinin e? degerini hesaplayalim.

Lagrange interpolasyon formiiliinii kullanabiliriz:

A-—1] A-31 1 =2 [-1 2
P = 20 _ :—(A_3I):_[ ]: ]

-1 2-3 1 =2 |-1 2
A-A1 A-2I 2 2]
Py = = =(A-=-2]) =
2= T 302 ) [1 1
2 2 =2 10
Saglama: Py + P> = I olmaldir. + = . Dogru.
(Sag 1+ P2 4 9 ) _1] 0 1 gru.)
Adim 3: Fonksiyonu Uygulama Formiiliimiiz: e = e\ P| + e P,.
et = ¢ -h2 + e 2 =2
-1 2 1 -1

Sonug:
A 203 — €2 2e2-2¢6°
e’ =
ed—e?r 2e2-63

Bu yontemle A'%, sin(A) veya A~! (eger 6zdegerler O degilse) gibi islemleri de aym Py, P>
matrislerini kullanarak saniyeler i¢inde yapabiliriz.
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