BOLUM 1

REEL VE KARMASIK iC CARPIM
UZAYLARI

Bu boliim, vektor uzaylarina uzunluk (norm) ve

l¢ Carpimlar ve Normlar ... .2 ac1 kavramlarimi getiren i¢ ¢carpim (inner pro-

Ortogonallik ve Gram-Schmidt duct) yapisint inceler. Gram-Schmidt ortogonal-

Stireci . . .. .......... 2 . . . . .
lestirme siireci ve lineer fonksiyonellerin tem-

Ortogonal Tiimleyen ve Izdisiim 3 sili (Riesz Teoremi) bu boliimiin temel taglari-

Riesz Temsil Teoremi ve Adjo- dir. Ayrica operatorlerin "devrigi" olan Adjoint

int Operatér . . .. ... .... 3 ..
P operator kavrami da burada tamitilacaktir.



Reel ve Karmagik I¢ Carpim Uzaylar

1 Ic Carpimlar ve Normlar

V, F cismi lizerinde bir vektor uzayi olsun (Burada FF, R veya C dir).

Tanm 1.1: I¢ Carpim
V iizerinde bir i¢ carpim, (-, -) : V X V — F fonksiyonudur ve su 6zellikleri saglar:
1. Dogrusallik (Birinci bilesende): (au + bv, w) = a{u, w) + b(v, w).
2. Eslenik Simetri (Hermitian Symmetry): (u,v) = m (Reel durumda simetri).

3. Pozitif Tammmhhk: Vv # 0 i¢in (v, v) > 0.

I¢ carpim, vektorlerin uzunlugunu (normunu) tanimlamamizi saglar: ||v]| = /{v, v).

Teorem 1.2: Cauchy-Schwarz Esitsizligi

Her u,v € V i¢in:

[(u, V)| < [luf]]v]

Esitlik ancak ve ancak u ve v lineer bagimliysa saglanir.

2 Ortogonallik ve Gram-Schmidt Siireci

Iki vektor u, v icin (u, v) = 0 ise bu vektorlere ortogonal (dik) denir ve u L v ile gosterilir. Eger
bir kiimedeki vektorler ikiserli ortogonal ve her birinin normu 1 ise, bu kiimeye ortonormal kiime
denir.

Teorem 2.1: Gram-Schmidt Ortogonallestirme

V sonlu boyutlu bir i¢ ¢arpim uzayi ve {uy, . .., u,} V’nin herhangi bir bazi olsun. Bu bazdan
yola ¢ikarak V i¢in bir {ey, ..., e,} ortonormal baz elde edilebilir. Siire¢ soyledir:
1. vi = w

2. Vi =uy — Zl{:ll <|l|l‘],(i’ﬁ,;>vi (k=2,...,n)

3ep=1% (k=1,...,n)

Vil
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3 Ortogonal Tiimleyen ve Izdiisiim

S C V bir alt kiime olsun. S’in ortogonal tiimleyeni S* = {v € V | Vs € S, (v,s) = 0} seklinde

tanimlanir.

Teorem 3.1: Ortogonal Ayrisim

W, V’nin sonlu boyutlu bir alt uzayi ise:
V=WeWw

Bu durumda herv e V,v = w+w (w € W,w € W) seklinde tek tiirlii yazilabilir. w

vektoriine v'nin W iizerindeki ortogonal izdiisiimii denir.

4 Riesz Temsil Teoremi ve Adjoint Operator

I¢ carpim uzaylarinda lineer fonksiyoneller (dualler) ile vektorler arasinda birebir bir esleme vardir.

Teorem 4.1: Riesz Temsil Teoremi

¢ € V* (yani ¢ : V — F lineer) olsun. O zaman Gyle bir tek y € V vardir ki, her x € V i¢in:
$(x) = (X, ¥)

Bu teorem, bir operatoriin "devrigini" (transpose/conjugate transpose) tanimlamamiza olanak

tanur.
Tanim 4.2: Adjoint (Eslenik) Operator
T € £(V) olsun. Her u, v € V icin
(Tu,v) = (u, T*V)

esitligini saglayan tek 7% € L(V) operatoriine 7 nin adjoint operatorii denir. Matris temsi-

linde, ortonormal bir baza gore [T*] = [T]" (eslenik transpoze) olur.
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BOLUM 2

NORMAL OPERATORLERIN YAPI
TEORISI

Bu boliim, i¢ carpim uzaylarindaki operator-

Normal Operatorler . . . . . .. 6 . ~ i

.. . lerin en Onemli sinifi olan Normal Opera-

Ozel Operator Siniflart . . . . . 6 . - . .
torleri ve bunlarin 6zel halleri olan Hermit-

Spektral Teorem . . . . . . . .. 7

yen (Self-Adjoint) ve Uniter operatdrleri ince-
ler. Boliimiin zirvesi, bu operatorlerin ortonor-
mal bir bazda kosegenlestirilebilecegini soyle-
yen Spektral Teorem’dir.



E Normal Operatorlerin Yap1 Teorisi

1 Normal Operatorler

Tanim 1.1: Normal Operator

Bir T € L(V) operatérii, adjointi ile degismeli ise, yani
T =TT

ise T’ye normal operator denir.

Normal operatorler, uzunluk koruma 6zellikleriyle bilinir.

Teorem 1.2: Normal Operatorlerin Ozellikleri
T normal bir operator olsun.
1. Herv € Vigin ||Tv|| = ||T*v||.
2. Tv=Av & T*v = Av. (Ozvektorler aymdir, 6zdegerler esleniktir).

3. Farkli ozdegerlere karsilik gelen ozvektorler ortogonaldir. (Standart kosegenlestir-

mede sadece lineer bagimsizlik varken, normal operatorlerde diklik vardir).

Kanat.

(1y’in kamtt: ||TV]|? = (Tv, Tv) = (v, T*Tv) = (v, TT*V) = (T*v,T*v) = ||T*v||>. (3)’iin kanit1:
Tu=AuveTv=puv(d# u) olsun. A{u,v) = (Au,v) = (Tu,v) = (u,T*v) = (u, uv) = u(u, v).
(A= pu){u,v) =0. A # uoldugundan (u, v) = 0.

2 Ozel Operator Smiflari
Normal operatorlerin iki 6nemli alt sinif1 vardir:
1. Self-Adjoint (Hermityen) Operatorler: 7 = T~.
* Tiim 0zdegerleri reeldir.
* Fizikte (Kuantum Mekanigi) gézlemlenebilir biiyiikliikleri temsil ederler.
2. Uniter (veya Ortogonal) Operatorler: 77" = T*T = [ (Yani T* = T™1).
 Tiim 6zdegerlerinin mutlak degeri 1°dir (4| = 1).

« Uzunluklar ve acilar1 korurlar (Izometridirler).
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3 Spektral Teorem

Bu teorem, lineer cebirin en temel sonug¢larindan biridir. Karmasik ve Reel durumlar icin ayri ayri
ifade edilir.

Teorem 3.1: Kompleks Spektral Teorem

V sonlu boyutlu bir karmasik i¢ carpim uzay1 ve 7 € L(V) olsun. V’nin 7 nin 6zvektor-
lerinden olusan bir ortonormal bazimin var olmas: icin gerek ve yeter sart, 7°nin normal

olmasidur.
Bu, T’nin bir U tiniter matrisi ile kdsegenlestirilebilecegi anlamina gelir: D = U*AU.

Teorem 3.2: Reel Spektral Teorem

V sonlu boyutlu bir reel i¢ carpim uzay1 ve 7 € L(V) olsun. V’nin 7 nin 6zvektorlerin-
den olusan bir ortonormal bazinin var olmasi i¢in gerek ve yeter sart, 7 nin self-adjoint

(simetrik) olmasidir.

Not.

Reel durumda "normal"” olmak yetmez, ¢iinkii 6rnegin 90° dondiirme matrisi normaldir ama reel

0zdegerleri olmadig1 icin reel uzayda kosegenlesemez. Reel simetrik matrislerin 6zdegerlerinin

reel olmasi bu teoremi mimkiin kilar.

Ornek: Spektral Ayrisim

2 2
—i —i
2-D?>-1=0 = 2A; = 1,4, = 3. Ozvektorler: 1; = 1 igin v; =

V) = %(1, —i)T. {vy, vo} ortonormal bir bazdur.

A = olsun. A* = = A. Yani A Hermityen’dir. Ozdegerler: det(A — A1) =

%(1,1‘)? A = 3 icin
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